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摘要:针对传统机械手奇异回避算法存在的计算量大、实时性差的问题,提出了基于“奇异分离＋指

数级阻尼倒数”的奇异回避算法.首先,在对机械手运动学建模分析的基础上,通过Jacobian矩阵计算

将导致奇异的参数分离出来;然后,介绍了指数级阻尼倒数算法的原理,并对采用指数级阻尼倒数进行

奇异回避导致的误差进行了研究.仿真与实验结果表明,该算法可实现关节角速度在奇异域的平稳光

滑过渡,且仅牺牲了机械臂末端在部分方向上的精度,由此算法的有效性和实用性得到验证.
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０　引言

奇异性是关节型机器人的固有特性,当机械

臂运动到奇异位形附近时,雅可比矩阵的逆是病

态的且趋于无穷大,从而需要无穷大的关节角速

度和角加速度,这会导致机械臂在运动过程中出

现振动,严重影响机器人的轨迹跟踪精度.因此,
回避奇异的轨迹规划和控制策略研究一直是机器

人研究的热点[１].

常用的奇异回避算法是阻尼最小方差法[２Ｇ３],
虽然该算法保证了关节角速度在奇异位形附近的

连续性和有限性,但存在机械臂末端在各个方向

上的跟踪精度较差的问题;文献[４]通过将阻尼系

数只加在最小奇异值上,对阻尼最小方差法的轨

迹跟踪性能进行了改进.文献[５]针对研磨机器

人的特点,提出了以可操作性为准则[６]的奇异回

避方法,提高了机器人的研磨精度.文献[７Ｇ８]针
对PUMA 类型机械臂的结构特点,分别提出了

“奇异分离＋紧密二次型规划”法和“奇异分离＋

阻尼倒数法”的 PUMA 机器人奇异回避算法.
其他的奇异回避方法还有约束平面法[９]、几何代

数法[１０]、虚拟驱动法[１１]和变速度控制法[１２]等.
但采用上述方法进行奇异回避计算时,需要对

Jacobian矩阵进行实时的奇异值分解,或者需要实

时估计Jacobian矩阵的最小奇异值,运算量较大.
本文针对六自由度机械手有三个关节的轴线

相交于一点的特点,将机械臂分成前臂和腕部两

个部分.首先建立了机械臂的运动学模型,进而

推导出了以腕部为参考点的雅可比矩阵,并将六

自由度的奇异回避问题分解为两个三自由度的奇

异回避子问题;然后,将机械臂的奇异分成内部奇

异、边界奇异和腕部奇异,并计算出相应的奇异影

响因子,采用指数级阻尼倒数代替一般倒数的方

法进行奇异回避;最后,通过数值仿真和实验对提

出的“奇异分离＋指数级阻尼倒数”的奇异回避算

法进行了验证.

１　运动学与雅可比矩阵建模

１．１　运动学正解

采用D H坐标系法建立的六自由度机械手
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各连杆坐标系如图１所示,相应的连杆结构参数如

表１所示.其中,ai为沿Xi轴从Zi轴移动到Zi＋１

轴的距离;αi 为绕Xi 轴从Zi 轴旋转到Zi＋１ 轴的

角度;di 为沿Zi 轴从Xi－１ 轴移动到Xi 轴的距离;

θi 为绕Zi 轴从Xi－１ 轴旋转到Xi 轴的角度.

图１　机械手DＧH坐标系及参数

Fig．１　DＧHcoordinatesystemandparameters

表１　机械手D H参数表

Tab．１　D Hparametersofrobot

i αi－１ ai－１ di θi

１ ０ ０ ０ θ１

２ －π/２ a１ ０ θ２

３ ０ a２ ０ θ３

４ －π/２ a３ d４ θ４

５ π/２ ０ ０ θ５

６ －π/２ ０ ０ θ６

　　由D H 法建模原理知,相邻连杆坐标系间

的齐次变换矩阵i－１
i T 的计算公式:

　

i－１
i T ＝

cosθi －sinθi ０ ai－１

sinθicosαi－１ cosθicosαi－１ －sinαi－１ －disinαi－１

sinθisinαi－１ cosθisinαi－１ cosαi－１ dicosαi－１

０ ０ ０ １

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú

(１)

将表１中的参数代入式(１),并逐次相乘得到

机械臂末端到全局坐标系的齐次变换矩阵为

０
６T ＝

r１１ r１２ r１３ Px

r２１ r２２ r２３ Py

r３１ r３２ r３３ Pz

０ ０ ０ １

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú

(２)

r１１ ＝s１(c４s６ ＋s４c５c６)－c１[c６s２３s５ ＋
c２３(s４s６ －c４c５c６)]

r１２ ＝s１(c４c６ －s４c５s６)＋c１[s２３s５s６ －
c２３(s４c６ ＋c４c５s６)]

r１３ ＝ －s１s４s５ －c１(s２３c５ ＋c２３c４s５)

r２１ ＝s１[c２３(c４c５c６ －s４s６)－s２３s５c６]－
c１(c４s６ ＋s４c５c６)

r２２ ＝s１[s２３s５s６ －c２３(c４c５s６ ＋s４c６)]－
c１(c４c６ －s４c５s６)

r２３ ＝ －s１(s２３c５ ＋c２３c４s５)＋c１s４s５

r３１ ＝s２３(s４s６ －c４c５c６)－c２３s５c６

r３２ ＝s２３(s４c６ ＋c４c５s６)＋c２３s５s６

r３３ ＝s２３c４s５ －c２３c５

si＝sinθi 　sij ＝sin(θi＋θj)

cj ＝cosθj　cij ＝cos(θi＋θj)
机械臂末端在全局坐标系中的坐标分量为

Px ＝c１(a１ ＋a２c２ ＋a３c２３ －d４s２３)

Py ＝s１(a１ ＋a２c２ ＋a３c２３ －d４s２３)

Pz ＝ －a２s２ －a３s２３ －d４c２３

ü

þ

ý
ïï

ïï

(３)

机械臂末端的姿态角为

β＝arctan２(－r３１, r２
１１ ＋r２

２１ )

α ＝arctan２(r２１

cosβ
,r１１

cosβ
)

γ ＝arctan２(r３２

cosβ
,r３３

cosβ
)

ü

þ

ý

ï
ï
ï

ï
ïï

(４)

１．２　运动学逆解

根据六自由度机械手运动学逆解的存在性判

断条件,即机械臂后３个关节的轴线相交于一点

则必存在逆运动学解,可得运动学逆解计算公

式为

θ１ ＝arctan２(Py,Px)

θ３ ＝arctan２(a３,d４)－arctan２(L１,± a２
３ ＋d２

４ －L２
１ )

θ２３ ＝arctan２(L２,L３)

θ２ ＝θ２３ －θ３

θ４ ＝arctan２(－s１r１３ ＋c１r２３,－c１c２３r１３ －
　　s１c２３r２３ ＋s２３r３３)

θ５ ＝arctan２(s５,c５)

θ６ ＝arctan２(s６,c６)

ü

þ

ý

ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï

(５)

L１ ＝ [P２
x ＋P２

y ＋P２
z ＋a２

１－a２
２－a２

３－d２
４－２a１(c１Px ＋

s１Py)]/(２a２)

L２ ＝ (a２s３－d４)(c１Px ＋s１Py －a１)－(a３＋a２c３)Pz

L３ ＝ (a２c３－a３)(c１Px ＋s１Py －a１)－(d４－a２s３)Pz

s５ ＝ －r１３(c１c２３c４ ＋s１s４)－r２３(s１c２３c４ －c１s４)＋
r３３s２３c４

c５ ＝ －r１３c１s２３ －r２３s１s２３ －r３３c２３

s６ ＝ －r１１(c１c２３s４－s１c４)－r２１(s１c２３s４＋c１c４)＋r３１s２３s４

c６ ＝r１１[(c１c２３c４ ＋s１s４)c５ －c１s２３s５]－r３１(s２３c４c５ ＋
c２３s５)＋r２１[(s１c２３c４ －c１s４)c５ －s１s２３s５]

六自由度机械手运动学逆解计算方程组有

多个解,在实际运动规划过程中基于各关节的

运动范围约束和角度变化量最小的原则取出最

优解.

１．３　雅可比矩阵建模

机械手雅可比矩阵反映了机械臂末端在笛卡

儿空间的运动速度与关节角速度的线性变换关

系.笛卡儿空间的速度是由线速度v和角速度ω
组成的６维列矢量;雅可比矩阵的前３行表示线
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速度的传递比,后３行表示角速度的传递比;第i

列表示关节速度θ
􀅰
i 对机械臂末端的传递比,即

v
ω

é

ë
êê

ù

û
úú ＝

Jl１ Jl２ 􀆺 Jln

Ja１ Ja２ 􀆺 Jan

é

ë
êê

ù

û
úú

θ
􀅰

１

θ
􀅰

２

⋮

θ
􀅰

n

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú

(６)

其中,Jli 和Jai 分别表示第i关节的线速度和角

速度传递比.机械手的雅可比矩阵为

J１(θ)＝

J１x

J１y

J１z

s２３(s４s６ －c４c５c６)－c２３s５c６

s２３(s４c６ ＋c４c５s６)＋c２３s５s６

s２３c４s５ －c２３c５

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

J２(θ)＝

J２x

J２y

J２z

－s４c５c６ －c４s６

s４c５s６ －c４c６

s４s５

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

J３(θ)＝

J３x

J３y

J３z

－s４c５c６ －c４s６

s４c５s６ －c４c６

s４s５

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

J４(θ)＝

０
０
０

s５c６

－s５s６

c５

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

J５(θ)＝

０
０
０

－s６

－c６

０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

J６(θ)＝

０
０
０
０
０
１

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

J１x ＝ －(c４s６ ＋s４c５c６)(a１ ＋a２c２ ＋a３c２３ －d４s２３)

J１y ＝ －(c４c６ －s４c５s６)(a１ ＋a２c２ ＋a３c２３ －d４s２３)

J１z ＝s４s５(a１ ＋a２c２ ＋a３c２３ －d４s２３)

J２x ＝a２[s３(c４c５c６ －s４s６)＋c３s５c６]＋a３s５c６ －
d４(c４c５c６ －s４s６)

J２y ＝ －a２[s３(c４c５s６ ＋s４c６)＋c３s５s６]－a３s５s６ ＋
d４(c４c５s６ ＋s４c６)

J２z ＝a２(c３c５ －s３c４s５)＋a３c５ ＋c４s５d４

J３x ＝d４(s４s６ －c４c５c６)＋a３s５c６

J３y ＝d４(c４c５s６ ＋s４c６)－a３s５s６

J３z ＝a３c５ ＋d４c４s５

２　奇异位形分析

由于机械臂后三个关节的轴线相交于一点,
因此将机械臂分成前臂和腕部,采用奇异分离法

进行奇异位形分析.

２．１　奇异位形分析

由于机械臂末端和腕部的位置相对固定,因
此建立以腕部为参考点的雅可比矩阵Jw,其计算

公式为

Jiw ＝
zi ×(Pw －Pi)

zi

é

ë
êê

ù

û
úú (７)

其中,zi 是绕关节i转动的单位向量在基坐标系

中的表示,其计算公式为

zi ＝０R１􀆺i－１Riz０ (８)

z０ ＝ ０ ０ １[ ] T

Pi 表示基坐标系相对于 {i}坐标原点的位置矢

量,其计算公式为

P~i ＝０
１T(θ１)􀆺n－１

nT(θn)P~０ (９)

P~０ ＝ ０ ０ １[ ] T

式中,Pi 为P~i 的前三个元素.

Pw 表示腕部在基坐标系中的位置矢量,即Pw＝
P４.

由于机械臂后三个关节的轴线相交,所以

Pw ＝Pn－１ ＝Pn－２ ＝Pn－３ .因此Jnw 、J(n－１)w 和

J(n－２)w 全为零矢量.
最终,可得机械臂腕部雅可比矩阵为

Jw ＝
z１×(Pw －Pi) 􀆺 ０３×１ ０３×１

z１ 􀆺 zn－２ zn－１

é

ë
êê

ù

û
úú ＝

J１１ ０３×３

J２１ J２２

é

ë
êê

ù

û
úú

(１０)

其中,J１１、J２１、J２２ 为腕部雅可比矩阵的分块矩

阵,其计算公式如下:
J１１ ＝

－s１M －c１N －c１G
c１M －s１N －s１G
０ －a２c２ －a３c２３ ＋d４s２３ －a３c２３ ＋d４s２３

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

M ＝a１ ＋a２c２ ＋a３c２３ －d４s２３

N ＝a２s２ ＋a３s２３ ＋d４c２３

G ＝a３s２３ ＋d４c２３

J２２ ＝

－c１s２３ c１c２３s４－s１c４ －c１c２３c４s５－c１s２３c５－s１s４s５

－s１s２３ s１c２３s４＋c１c４ －s１c２３c４s５－s１s２３c５＋c１s４s５

－c２３ －s２３s４ s２３c４s５－c２３c５

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

J２１ ＝

０ －s１ －s１

０ c１ c１

１ ０ ０

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

令θ
􀅰

u＝ θ
􀅰
１ θ

􀅰
２ θ

􀅰
３[ ]

T,θ
􀅰
l＝ θ

􀅰
４ θ

􀅰
５ θ

􀅰
６[ ]

T,则

θ
􀅰
＝ θ

􀅰
u θ

􀅰
l[ ]

T. 腕部速度矢量用P
􀅰

w 表示,则有

P
􀅰

w ＝
vw

ωw

é

ë
êê

ù

û
úú ＝

J１１ ０３×３

J２１ J２２

é

ë
êê

ù

û
úú

θ
􀅰

u

θ
􀅰
l

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

(１１)

因此,腕部线速度和角速度可分别表达为
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vw ＝J１１θ
􀅰

u

ωw ＝J２１θ
􀅰

u＋J２２θ
􀅰
l
} (１２)

进而将运动学逆问题分解为两个问题:

θ
􀅰

u ＝J－１
１１vw

θ
􀅰
l ＝J－１

２２ (ωw －J２１θ
􀅰

u)} (１３)

从式(１２)和式(１３)可以看出:J１１ 是关节角

速度 θ
􀅰

u 和 腕 部 线 速 度 vw 的 广 义 传 递 比,

det(J１１)＝０决定了前臂奇异的条件,称为位置奇

异.同理,J２２ 是关节角速度θ
􀅰
l与腕部角速度ωw

的广义传递比,det(J２２)＝０决定了腕部奇异的条

件,称为姿态奇异.
由腕部雅可比矩阵表达式计算可得

detJ１１ ＝a２(a３s３ ＋d４c３)(a１ ＋a２c２ ＋
　　　　　a３c２３ －d４s２３)

detJ２２ ＝ －s５

ü

þ

ý
ïï

ïï

(１４)

(１)当a３s３＋d４c３＝０,即θ３＝arctan(－d４/

a３)时奇异位形称为边界奇异;
(２)当a１＋a２c２＋a３c２３－d４s２３＝０时,奇异

位形称为内部奇异;
(３)当s５＝０,即θ５＝０时奇异位形称为腕部

奇异,此时Z４ 轴和Z６ 轴共线.

２．２　前臂奇异分离

由于机械臂末端的线速度与腕部的线速度相

同,为便于分析将腕部在全局坐标系中的线速度

转换为坐标系{３}中的线速度:

　θ
􀅰

u ＝J－１
１１vw ＝J－１

１１ (０R３
３vw)＝ (３J１１)－１(３vw) (１５)

将J１１ 转换到坐标系{３}中表示的计算公式

为 ３J１１＝(０R３)－１J１１ ,因而可得

３J１１ ＝

０ a２s３ －d４ －d４

０ a２c３ ＋a３ a３

k１ ０ ０

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

(１６)

　

(３J１１)－１ ＝

k－１
１ ０ ０

０ k－１
２ ０

０ ０　k－１
２

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

０ ０ １
a３/a２ d４/a２ ０

－(a２c３＋a３)/a２ (a２s３－d４)/a２ ０

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

(１７)

k１ ＝a１ ＋a２c２ ＋a３c２３ －d４s２３

k２ ＝a３s３ ＋d４c３
} (１８)

当k１ ＝ ０时,关节１的角速度为无穷大;
当k２ ＝０时,关节２和关节３的角速度为无穷

大.k１、k２ 分 别 为 内 部 奇 异 因 子 和 边 界 奇 异

因子.

２．３　腕部奇异分离

同理,将J２２ 转换到坐标系{５}中表示的计算

公式为 ５J２２＝(０R５)－１J２２ ,可得

５J２２ ＝

k３ ０ ０

c５ ０ １

０ １ ０

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

(１９)

(５J２２)－１ ＝
１
k３

１ ０ ０
０ ０ k３

－c５ k３ ０

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

(２０)

k３ ＝sinθ５

式中,k３ 为腕部奇异因子.

将机械臂末端的角速度转换到坐标系{５}中
的计算公式为

θ
􀅰
l ＝ (J２２)－１(ωw －J２１θ

􀅰
u)＝ (５J２２)－１(５ωw)(２１)

５ωw ＝ ５
０R(ωw －J２１θ

􀅰
u)

当k３＝０时,关节４和关节６的角速度将为

无穷大,此时称为腕部奇异.

３　奇异回避算法

前文中通过奇异分离将机械手的奇异位形分

成内部奇异、边界奇异和腕部奇异三种,并分别计

算了相应的奇异影响因子k１、k２ 和k３.本节引入

指数级阻尼倒数算法进行奇异回避分析.

３．１　指数级阻尼倒数算法原理

定义　对于奇异因子ki(i＝１,２,３),设阻尼

系数λi ≥０,则称
ki

k２
i ＋e－|ki|λ２

i
为ki 的指数级阻

尼倒数.
可得以下关系式:

ki

k２
i ＋e－|ki|λ２

i
≈

１
ki

|ki|≫λi

ki

k２
i ＋e－|ki|λ２

i
≈

ki

e－|ki|λ２
i

|ki|≪λi

ü

þ

ý

ï
ï

ï
ï

(２２)

从式(２２)可以看出,当奇异因子的绝对值

|ki|远大于阻尼系数λi 时,阻尼系数产生的影

响可忽略不计;当奇异因子的绝对值|ki|远小

于阻尼系数λi 时,在奇异位形中阻尼系数起主要

作用,保证关节角速度的连续光滑.
在实际的机械手轨迹规划中,奇异并不仅发

生在奇异因子等于０的点,而是奇异位形附近的

一定区域,因此,设定阈值εi 作为判断奇异的条

件,即当|ki|≤εi 时机械臂处于奇异域,阻尼系

数开始作用,而在奇异域外阻尼系数不起作用.
因而得到阻尼系数的计算公式为

λi ＝
λ０(１－|ki|/εi) |ki|≤εi

０ |ki|＞εi
{ (２３)

式中,λ０ 为标准阻尼系数.

根据式(１５)、式(１７)、式(２０)和式(２１)可得各

关节的角速度计算公式为
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θ
􀅰
１ ＝

k１

k２
１ ＋e－|k１|λ２

１
(３vwz)

θ
􀅰
２ ＝

k２

k２
２ ＋e－|k２|λ２

２
(a３

a２

３vwx ＋
d４

a２

３vwy)

θ
􀅰
３ ＝

k２

k２
２ ＋e－|k２|λ２

２
(－

a３＋a２c３

a２

３vwx ＋
a２s３－d４

a２

３vwy)

θ
􀅰
４ ＝

k３

k２
３ ＋e－|k３|λ２

３
(５ωwx)

θ
􀅰
５ ＝５ωwz

θ
􀅰
６ ＝

k３

k２
３ ＋e－|k３|λ２

３
(－c５

５ωwx)＋５ωwy

ü

þ

ý

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

(２４)

３．２　奇异误差分析

根据式(１６)、式(１９)和式(２４)可得,基于指数

级阻尼倒数的机械臂末端线速度 ３̂vw 和角速度

５̂ωw 的分量计算公式为

３̂vwx ＝ (a２s３ －d４)θ
􀅰
２ －d４θ

􀅰
３ ＝

k２
２

k２
２ ＋e－|k２|λ２

２
(３vwx)

３̂vwy ＝ (a２c３ ＋a３)θ
􀅰
２ ＋a３θ

􀅰
３ ＝

k２
２

k２
２ ＋e－|k２|λ２

２
(３vwy)

３̂vwz ＝k１θ
􀅰
１ ＝

k２
１

k２
１ ＋e－|k１|λ２

１
(３vwz)

５̂ωwx ＝k３θ
􀅰
４ ＝

k２
３

k２
３ ＋e－|k３|λ２

３
(５ωwx)

５̂ωwy ＝c５θ
􀅰
４ ＋θ

􀅰
６ ＝５ωwy

５̂ωwz ＝θ
􀅰
５ ＝５ωwz

ü

þ

ý

ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ïï

(２５)

相应的速度误差为

３̂vwx －３vwx ＝
e－|k２|λ２

２

k２
２ ＋e－|k２|λ２

２
(－３vwx)

３̂vwy －３vwy ＝
e－|k２|λ２

２

k２
２ ＋e－|k２|λ２

２
(－３vwy)

３̂vwz －３vwz ＝
e－|k１|λ２

１

k２
１ ＋e－|k１|λ２

１
(－３vwz)

５̂ωwx －５ωwx ＝
e－|k３|λ２

３

k２
３ ＋e－|k３|λ２

３
(－５ωwx)

５̂ωwy －５ωwy ＝０
５̂ωwz －５ωwz ＝０

ü

þ

ý

ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ïï

(２６)

由式(２６)可知,当k１＝０发生内部奇异时,仅
腕部线速度在坐标系{３}中的z 轴方向精度受到

影响;当k２＝０发生边界奇异时,腕部线速度在坐

标系{３}中的x、y 轴方向的精度受到影响;当

k３＝０发生腕部姿态奇异时,仅有 ５ωwx 受到影

响.速度误差是相应速度分量的
e－|ki|λ２

i

k２
i ＋e－|ki|λ２

i
倍

(i＝１,２,３).在奇异域外λi＝０,误差也为０.

４　仿真与实验

在对机械手奇异位形和指数级阻尼倒数算法

分析的基础上,通过数值仿真与实验对提出的算

法进行验证.

４．１　数值仿真

将本文提出的“奇异分离＋指数级阻尼倒数”
的奇异回避算法与文献[８]提出的“阻尼倒数法”

进行比较.设阻尼倒数为
ki

k２
i ＋λ２

i
,则误差项系

数为
λ２

i

k２
i ＋λ２

i
(|ki|≤εi).在变量取值相同的情

况下绘制两种算法的误差系数变化曲线,如图２

所示.由于
e－|ki|λ２

i

k２
i ＋e－|ki|λ２

i
≤

λ２
i

k２
i ＋λ２

i
(|ki|≤εi),

因此在奇异因子等于０时,两种算法产生的速度

误差系数相等,而在除奇异因子等于０点外的奇

异域内,本文提出的算法产生的速度误差系数更

小,且越远离该点误差系数越小,所以本文提出的

算法精度更高.

图２　误差系数变化曲线

Fig．２　Curveoferrorcoefficient

设x＝{α,β,γ,Px,Py,Pz}表示机械臂末端

在位姿空间的坐标,其中 {α,β,γ}表示末端姿态

的Z Y X 欧拉角,单位为弧度;{Px,Py,Pz}
表示末端的位置,单位为 mm.设机械臂末端直

线插补的起点x０ 和终点xe 分别为

x０ ＝ {０．５１,－０．５６,－０．９１,７１．６７,１０．２０,５０．９９}

xe ＝ {０．９０,－１．１３,－１．７８,４５．８２,－６６．２９,－３３．４４}

采用梯形法规划机械臂末端的运动速度,并
设运动总时间tf＝２０s,加速和减速时间相等且

ts＝２s.计算得到前臂奇异因子和腕部奇异因子

随时间变化曲线如图３所示.从图３中可以看

出:当t１＝３．３s时,k２＝０;当t２＝１５．４s时,k３＝
０,因此机械臂在运动过程中发生边界奇异和腕部

奇异.
指数级阻尼倒数相关参数分别设为:λ０ ＝

０．５,ε２＝１．５,ε３＝０．０５.分别利用直接求逆法、阻
尼倒数法和本文提出的指数级阻尼倒数法计算各

关节的角速度.其中第i关节用直接求逆法计算
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(a)前臂奇异因子变化曲线

(b)腕部奇异因子变化曲线

图３　奇异因子值随时间变化曲线

Fig．３　TimeＧvaryingcurvesofsingularityfactors

的角速度表示为ωij,用阻尼倒数法计算的角速

度表示为ωid,用指数级阻尼倒数法计算的角速

度表示为ωie. 各关节角速度变化曲线如图４所

示.图中,“ωid＋０．１”表示ωid 曲线向上平移０．１
个单位,其他类此.

从图４中可以看出:在奇异域外三条曲线重

合,角速度值相同;在奇异域,采用直接求逆法计

算的部分关节角速度发生奇异突变,即关节２、３、

５的角速度在边界奇异域发生突变,关节４和６
的角速度在边界奇异和腕部奇异域均发生突变;
采用阻尼倒数法和指数级阻尼倒数法计算的各关

节角速度变化曲线均能平稳光滑地通过奇异域,
计算结果与式(２４)计算结果一致,说明这两种方

法均能很好地抑制由奇异导致的速度突变.

４．２　实验验证

实验系统是一个六自由度 PUMA 型机械

手,通过视觉传感系统对机械手末端的运动进行

测量以实现闭环控制,实验系统如图５所示.

　　　　　　　(a)关节１　　　　　　　　　　　　　(b)关节２　　　　　　　　　　　　　(c)关节３

　　　　　　　(d)关节４　　　　　　　　　　　　　(e)关节５　　　　　　　　　　　　　(f)关节６
图４　机械臂各关节角速度变化曲线

Fig．４　Angularvelocitycurvesofmanipulatorjoints

图５　实验系统图

Fig．５　Experimentalschematicdiagram

　　利用该实验系统对本文提出的奇异回避方法

进行验证,机械臂运动的初始位姿和期望位姿分

别设为

x０ ＝ {０．３５,－０．５６,－０．９１,６７．４４,０,５０．９９}

xe ＝ {１．９２,－１．１３,－１．７８,７３．２８,０,－３３１．４４}

末端运动速度按照梯形规划法进行规划,运
动过程中发生前臂奇异和腕部奇异.实验结果如

图６和图７所示,其中,图６为机械臂各关节的实

际角速度变化曲线,图７为机械臂末端的位置和
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(a)前臂

(b)腕部

图６　各关节实际运动角速度

Fig．６　Actualangularvelocitiesofmanipulator􀆳sjoints

(a)位置误差

(b)姿态误差

图７　机械臂末端跟踪误差

Fig．７　TrackingerrorsofendＧeffector

姿态误差曲线.
从图６中可以看出,各关节角速度变化曲线平

稳光滑,在奇异位形关节角速度没有发生突变.从

图７中可以看出机械臂末端的位置和姿态误差均较

小,满足工程应用的要求.因而,该实验结果证明了

本文提出的“奇异分离＋指数级阻尼倒数法”的有效

性和实用性,能够回避奇异位形对速度和加速度带

来的影响,高精度地跟踪预定轨迹完成任务.

５　结语

本文研究了六自由度机械手的运动学奇异问

题.针对机械臂后三个关节的轴线相交于一点的

特点,将六自由度的奇异问题分解成２个三自由

度的奇异问题,并计算了相应的奇异因子;提出了

“奇异分离＋指数级阻尼倒数”的奇异域回避算

法.该算法不需要对Jacobian矩阵进行奇异值

分解,也不需要实时估算其最小奇异值;只需将奇

异域内的奇异因子倒数换成指数级阻尼倒数即可

实现奇异回避.因而运算量小、实时性好,且只牺

牲了末端在部分方向上的速度精度.误差分析结

果表明,指数级阻尼倒数产生的误差与实际值成

比例,当相应的关节速度在奇异域内接近于０时,
可进一步减小运动误差.数值仿真和实验结果证

明了本文所提出的奇异回避算法的可行性和有效

性.本文的研究方法也可应用于其他类型机械臂

的奇异回避研究中.
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