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摘要:针对变密度法结构拓扑优化中灰度单元的控制问题,提出了一种密度体积插值方法.该方法

构造的刚度与相对密度之间的线性关系保证了迭代中单元刚度变化的稳定性;构造体积与相对密度之

间的惩罚关系以实现惩罚中间密度,同时更有利于在中间密度向两端逼近的同时降低灰度单元的数量.
应用该插值方法对位移约束体积最小化问题进行求解,所得结果显示,增大惩罚程度,优化过程浮动较

小,算法相对稳定.与应用SIMP方法和 RAMP方法的优化结果相比较可知,在求解同一结构拓扑优

化问题时,采用该方法且增大惩罚程度后的优化结果中灰度单元减少明显.
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Abstract:AdensityＧvolumeinterpolationschemeappliedinthevariabledensitymethodwasproＧ
posed,whichwasusedforcontrollinggrayscaleelementsinthetopologyoptimizationofcontinuum
structures．Inthenewinterpolationscheme,alinearrelationshipwasestablishedbetweentheelement
stiffnessandtherelativedensitytoensurethattheelementstiffnesschangedsmoothlywiththechanＧ
gesofrelativedensityineachiteration．Andapenaltyfunctionwasestablishedbetweentheelement
volumeandtherelativedensityinordertopenalizetheintermediatedensities,whichisbetterforreＧ
ducingthenumberofgrayscaleelementsacompainedwiththeintermediatedensitiesapproachingboth
ends．Thenewinterpolationschemewasintroducedintotheminimumvolumeoptimizationproblems
subjectedtodisplacementconstraints．Theexamplesshowthattheoptimizationprocesschangeslittle
whenincreasingthepenaltyanditindicatesthatthisalgorithmisrelativelystable．Whensolvingthe
topologyoptimizationproblemswiththesamestructures,itshowsthattherearelessgrayscaleeleＧ
mentsintheoptimizationresultsbyusingthenewinterpolationschemethantheresultsoptimizedby
theSIMPandRAMPmethod．ItisbecausealargepenaltymaybeimplementedonintermediatedensiＧ
tyinthenewinterpolationscheme．
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０　引言
自１９８８年BENDSOE等[１]提出用于求解连

续体拓扑优化的均匀化方法以来,连续体结构拓

扑优化一直是结构优化领域研究的热点.变密度

法[２Ｇ５]是在均匀化方法的基础上发展形成的一种

算法,该方法由于建模简单、易于求解等特点而得

到了广泛应用[６Ｇ７].
变密度法中常用的密度插值方法是密度刚度

插值方法,其原理是通过构造相对密度与刚度之

间的惩罚关系来达到消除中间密度的目的.典型

的密度刚度插值方法有 SIMP (solidisotropic
microstructures with penalization)方 法[２Ｇ３] 和

RAMP (rational approximation of material
properties)方法[４].由于优化计算是建立在结构

有限元分析基础之上的,密度刚度惩罚函数的作

用主要体现在结构有限元分析上,即优化计算是

基于惩罚刚度后的有限元分析结果的,优化过程

中相对密度变化时,单元刚度变化较大,导致算法

稳定性差且易使优化落入局部最优解,因此必须

控制密度刚度函数的惩罚程度.对于 SIMP方

法,惩罚因子取值范围一般为３~５[８].然而限定

惩罚程度带来的后果是,中间密度不能够得到更

大程度的惩罚,导致优化结果会存在相当一部分

灰度单元.
针对上述问题,本文提出了一种密度体积插

值方法,并采用该方法求解了位移约束条件下的

结构拓扑优化问题.
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１　密度体积插值方法

密度体积插值方法中为实现对中间密度的惩

罚,构造单元体积与相对密度之间的关系为

Vi ＝Vi０ω(ρi) (１)

其中,ρi 为相对密度;Vi０和Vi 分别为实体单元和

插值后单元的体积;ω(∗)为体积惩罚函数,对中

间密度单元的体积向上进行惩罚,映射到最小体

积的优化中,即为对目标函数进行了惩罚.
惩罚函数ω 可为指数型惩罚函数:

ω１ ＝ρp
i 　　０＜p＜１ (２)

亦可为有理型惩罚函数:

ω２ ＝ ρi

１＋q(ρi －１)　　０＜q＜１ (３)

其中,p 和q分别为两种形式惩罚函数的惩罚因

子.如图１所示,ω１ 中惩罚因子p 取值越小,惩
罚程度越大,ω２中惩罚因子q 取值越大,惩罚程

度越大.惩罚程度越大,越有利于中间密度向两

端逼近及降低灰度单元的数量.

(a)ω１

(b)ω２

图１　ω 函数惩罚曲线图

Fig．１　Thecurvesofpenaltyfunctionω

密度体积插值方法中,构造弹性模量与相对

密度之间为线性函数:
Ei ＝ρiE０ (４)

式中,E０ 和 Ei 分别为实体单元和插值后单元的弹性

模量.

这种线性关系即意味着单元刚度与相对密度之间

为线性关系,反映在迭代过程中,便是单元刚度随

相对密度稳定变化.
如果将密度体积插值方法中的中间密度材料

看成是一种由空洞和实体材料组成的两相复合材

料,则当实体材料的占比为ω 时,由两相材料的

HashinＧShtrikman上下限[９]可知,体积模量κ 和

剪切模量μ 需要满足:

０≤κ≤
４ωκ０μ０

３(１－ω)κ０ ＋４μ０
(５)

０≤μ≤
ωμ０(９κ０ ＋８μ０)

６(１－ω)(κ０ ＋２μ０)＋９κ０ ＋８μ０
(６)

κ０ ＝
E０

３(１－２ν０)
(７)

μ０ ＝
E０

２(１＋ν０)
(８)

式中,κ０ 和μ０ 分别为实体材料的体积模量和剪切模量;

ν０ 为实体材料的泊松比.

将式(７)、式(８)代入到式(５)、式(６),并且设

定中间密度材料的泊松比与实体材料的一致,整
理可得

０≤ ρE０

３(１－２ν０)≤
２ωE０

９(１－ν０)－３ω(１＋ν０)
(９)

０≤ ρE０

２(１＋ν０)≤
(７－５ν０)ωE０

２(１＋ν０)[１５(１－ν０)－２ω(４－５ν０)]

(１０)

将ω 的两种形式(式(２)和式(３))代入到式

(９)和式(１０),可以得到中间密度材料满足 HashＧ
in Shtrikman上下限时,指数型和有理型惩罚函

数中惩罚因子的取值范围:

０＜p ≤p∗ (ν０)＝ min(２
(１－２ν０)

３(１－ν０)
,７－５ν０

１５(１－ν０)
)

(１１)

max(１＋ν０

３(１－ν０)
,２

(４－５ν０)
１５(１－ν０)

)＝q∗ (ν０)≤q＜１

(１２)

当泊松比ν０ 取１/３时,可以得到

０＜p ≤
１
３

２
３ ≤q＜１

ü

þ

ý

ï
ï

ï
ï

(１３)

密度体积插值方法不同于密度刚度插值方法

中通过弱化中间密度材料的刚度以惩罚中间密

度,而是采用对体积进行惩罚,映射到体积最小化

问题上,即通过对中间密度所对应的目标函数进

􀅰０７２１􀅰

中国机械工程第２８卷第１１期２０１７年６月上半月



行惩罚,以达到惩罚中间密度的目的.对比密度

刚度插值方法和密度体积插值方法的优化迭代过

程,对于相同的步长,即相同的相对密度变化,密
度刚度插值方法因其刚度与相对密度呈惩罚关系

而导致单元刚度变化剧烈且不稳定;密度体积插

值方法中刚度与相对密度呈线性关系,因而单元

刚度变化稳定.单元刚度变化的稳定关系着计算

过程的稳定,所以密度体积插值方法具有更稳定

的优化过程.

２　优化模型与求解策略

位移约束条件下求结构最小体积的优化问题

可以表示为

find ρ ＝ [ρ１　ρ２　􀆺　ρn]T

min V ＝ ∑
n

i＝１
Vi

s．t． uj ≤u－j,j＝１,２,􀆺,m
０＜ρmin ≤ρi ≤１,i＝１,２,􀆺,n

ü

þ

ý

ï
ï
ï

ï
ï
ï

(１４)

式中,ρ为设计变量(即相对密度);V 为结构的体积;uj和

u－j 分别为约束点位移和位移约束限;ρmin为设计变量的取

值下限,为防止刚度矩阵奇异,一般取ρmin＝０．００１;m 为

位移约束总数;n为结构中单元的总数.

由密度体积插值方法,可得体积敏度为

∂V
∂ρi

＝
∂ω
∂ρi

Vi０ (１５)

通过虚载荷法可以求解位移敏度为

∂uj

∂ρi
＝ －vUT

j
∂K
∂ρi

U ＝ －vuT
jiki０ui (１６)

式中,vUj 和vuji分别为虚载荷法求解节点位移敏度时的

虚载荷总位移矩阵和虚载荷单元位移矩阵;ki０为实体单

元刚度矩阵;ui 为第i个单元的位移向量;U 为全局位移

矩阵.

根据 KuhnＧTucher最优化条件,在最优解处

满足:
∂V
∂ρi

＋∑
m

j＝１
λj

∂uj

∂ρi
＝０　　ρmin ＜ρi ＜１ (１７)

式中,λj 为拉格朗日乘子.

根据式(１７)及设计变量上下限构造迭代公式

如下:

ρ
(k＋１)
i ＝

ρmin ρi ≤ρmin

αM(k)
i ＋(１－α)ρ

(k)
i ρmin ＜ρi ＜１

１ ρi ≥１

ì

î

í
ïï

ïï

(１８)

其中,k 为迭代次数,α 为松弛因子,用来控制设

计变量变化幅度,保证迭代稳定收敛,本文中取α
为０．５.Mi 的表达式为

Mi ＝
－ρi∑

m

j＝１
λj

∂uj

∂ρi

∂V
∂ρi

(１９)

当ω 取式(２)中ω１ 时,可得到

Mi ＝
ρ２－p

i

pVi０∑
m

j＝１
λj

vuT
jiki０ui (２０)

当ω 取式(３)中ω２ 时,可得到

Mi ＝
[１＋q(ρi －１)]２ρi

(１－q)Vi０ ∑
m

j＝１
λj

vuT
jiki０ui (２１)

迭代公式中的拉格朗日乘子λj可以通过对

偶方法[１０Ｇ１１]进行求解.
为解决优化过程中常出现的棋盘格[１２]问题,

采用基于敏度的过滤技术[１３]对位移敏度进行过

滤处理.对于任意单元b,以其中心为圆心,以

rmin为半径作圆,圆内单元参与单元b 的过滤计

算,过滤后敏度为

∂̂uj

∂ρb
＝

１

ρb∑
N

i＝１
Hi

∑
N

i＝１
Hiρi

∂uj

∂ρi
(２２)

权重因子 Hi 为

Hi ＝rmin－dist(i,b)　{i∈N|dist(i,b)≤rmin)}

(２３)

其中,dist(i,b)为过滤范围内单元i和中心单元

b的距离,N 为过滤范围内单元的数量.过滤处

理起到均化作用,可有效消除数值奇异现象,过滤

半径rmin一般取单元尺寸的１~３倍.

３　数值算例及分析

３．１　算例１
如图２所示,设计域大小为８０mm×４０mm,

厚度为１mm,下端面左右两端固定,中间位置作用

竖直向下载荷F,大小为１０００N.位移约束为载荷

作用点竖直向下方向上的位移,大小为０．１mm.
材料的弹性模量E０＝２１０GPa,泊松比ν０＝０．３,
过滤半径rmin＝２．５mm,初始设计变量取１.图

３a、图３c、图３e是基于指数型惩罚函数ω１ 的优化

结果,惩罚因子p 分别为０．３,０．２,０．１.图３b、图

３d、图３f是基于有理型惩罚函数ω２ 的优化结果,
惩罚因子q 分别为０．７,０．８,０．９.图４所示为采

用不同惩罚因子结构体积的变化过程.表１为算

例１优化结果数据.

图２　算例１设计域和边界条件

Fig．２　Designdomainandboundaryconditionsforexample１
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(a)p＝０．３　　　　　　　(b)q＝０．７

(c)p＝０．２　　　　　　　(d)q＝０．８

(e)p＝０．１　　　　　　　(f)q＝０．９
图３　算例１优化结果

Fig．３　Topologyresultsforexample１

(a)指数型惩罚函数

(b)有理型惩罚函数

图４　算例１体积变化过程

Fig．４　Volumechangeprocessofexample１

表１　算例１优化结果数据对比

Tab．１　Resultdataofexample１

插值方法 惩罚因子 结构体积(mm３) 灰度占比(％)迭代次数
指数型

密度体

积插值

p＝０．３ ５７３．２ １９．４ １４６
p＝０．２ ５８１．１ １０．１ １１８
p＝０．１ ５８９．５ ７．６ １１２

有理型

密度体

积插值

q＝０．７ ５８７．３ ７．４ １０８
q＝０．８ ６０２．６ ２．８ ６８
q＝０．９ ６２０．２ ０．７ ６５

　　从图３中的优化结果可以看出,基于指数型

和有理型惩罚函数得到的优化结果拓扑形式一

致.从图４可以看出,加大惩罚程度之后,迭代过

程没有出现较大浮动,算法较稳定.从表１中数

据可以看出,基于指数型密度体积插值方法的优

化,随惩罚因子p 的减小(即惩罚程度加大),优
化结果的体积小幅度增大,灰度单元减少,迭代次

数减少.基于有理型密度体积插值方法的优化,
随惩罚因子q的增大(即惩罚程度加大),优化结

果的体积小幅度增大,灰度单元减少,迭代次数减

少.对比两种惩罚形式的迭代次数,可以发现有

理型惩罚的迭代次数相对较少,在优化效率上占

有优势.p＝０．１和q＝０．７时,优化结果的体积

和灰度占比基本相同.

３．２　算例２
如图５所示,设计域大小为８０mm×４０mm,

厚度为１mm,下端面左端固定,右端竖直方向约

束,A、B、C 位置作用竖直向下的载荷F,大小为

１０００N.位移约束为A、B、C 三点竖直向下方向

上的位移,大小都为０．１５mm.材料的弹性模量

E０＝２１０GPa,泊松比ν０＝０．３,过滤半径rmin＝
２．５mm.图６a、图６b分别是基于本文密度体积

插值方法的两种惩罚形式的优化结果.图６c、图

６d分别是基于SIMP和 RAMP插值方法的优化

结果.表２所示为基于不同插值方法的优化结果

数据对比.

图５　算例２设计域和边界条件

Fig．５　Designdomainandboundaryconditionsforexample２

(a)指数型密度体积　　　　(b)有理型密度体积

　插值方法　　　　　　　　　插值方法

(c)SIMP　　　　　　(d)RAMP
图６　算例２优化结果

Fig．６　Topologyresultsforexample２

由图６可以看出,基于本文密度体积插值方

法的优化结果与SIMP和 RAMP方法的优化结

果拓扑形式一致,而优化结果明显较清晰.从表

２可以看出,本文密度体积插值方法的优化结果与
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表２　算例２优化结果数据对比

Tab．２　Resultdataofexample２
插值方法 惩罚系数 结构体积(mm３) 灰度占比(％)

指数型密度

体积插值
p＝０．１ １３２６．３ ４．９

有理型密度

体积插值
q＝０．７ １３２４．４ ４．６

SIMP p＝３ １５２６．５ ３１．３
RAMP q＝１０ １５３７．３ ２１．０

SIMP和RAMP方法的优化结果相比,结构体积

明显较小,且灰度单元较少.这是由于基于密度

体积插值方法的优化中可以取得对中间密度更大

程度的惩罚.

４　结语

密度体积插值方法是通过构造单元体积与相

对密度之间的惩罚关系实现惩罚中间密度的.该

方法在位移约束求最小体积优化问题上的应用结

果显示,随密度体积惩罚函数惩罚程度的增大,优
化结果较SIMP和RAMP方法的灰度单元更少,
且没有出现惩罚程度增大,优化不稳定甚至落入

局部最优解等现象.
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