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摘要:针对复杂连杆机构因复杂的构成方式和多样性的原动力输入方式而存在的运动奇异性复杂

问题,利用连杆机构运动瞬心以及连杆机构的特点,提出了运用等效四连杆机构来分析和解释单自由度

复杂平面连杆机构奇异性问题的方法.该方法所采用的等效四杆机构死点时的几何特性还可用来分析

更复杂单自由度平面连杆机构如双蝶形八连杆机构的奇异性问题.
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０　引言

 奇异性是连杆机构的一项重要的运动特性.
当连杆机构处在奇异位置或死点位置时,机构的

输入达到极限即最大值或最小值,机构会出现瞬

时失控或锁死现象.当要求机构的运动具有连续

性时,这种奇异位置或死点位置是要尽量避免的,
但在有些装置中,又需要利用死点来进行自锁.由

此,研究连杆机构的奇异性具有非常重要的意义.
平面连杆机构的奇异位置(死点)也是连杆机

构可动性问题的主要研究方面之一.目前,已有

不少学者提出了不同的解决办法.江国宪等[１]采

用等效机械手工作空间分析了平面四杆机构的可

动性问题.宋杰等[２]采用虚杆等效方法研究了

RRPＧRRP型六连杆机构的曲柄存在条件.于红

英等[３]运用平面铰链五连杆机构的雅可比矩阵求

出了机构奇异位置.王文格等[４]采用机构的雅可

比矩阵研究了七杆机构的可动性特点.沈惠平

等[５]提出了任意复杂多回路平面连杆机构或机械

手奇异位形分析的模块法.GOSSELIN 等[６]基

于雅可比矩阵的特性将闭链机构的奇异性分为三

种类型.WANG 等[７]用判别式法研究了 SteＧ
phenson六杆机构的奇异性.GAO 等[８]分析了

对称五 杆 机 构 在 解 空 间 的 奇 异 位 形.MERＧ
LET[９]采用线汇与线丛原理对奇异位形进行了研

究.COLLINS等[１０]应用Clifford代数研究了并

联操作平台的奇异性问题.WANG等[１１]采用机

构自由度退化方法分析了一系列复杂平面机构的

死点位置.TING等[１２]对一些复杂机构的曲柄存

在条件做了初步讨论.这些方法大多针对特定机

构,且基本上是采用几何分析与代数计算的方法.
本文利用连杆机构本身的特性,采用等效四

杆机构的概念来分析单自由度复杂连杆机构的奇

异性问题.

１　等效四连杆机构

１．１　等效四连杆机构概念提出

HAIN[１３]首先使用一阶等效机构的概念分析
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多杆机构的速率问题.DIJKSMAN[１４]提出了一

种能保持一阶等效运动特性的连杆机构简化方

法.一阶等效连杆机构是由构件的瞬心组成,并
保持与原机构中连杆之间瞬时运动特征不变的机

构.其中,这些瞬心可以看作是原始连杆机构中

相邻两构件的瞬时运动关节.由此,等效连杆机

构的杆件数量比实际机构的杆件数量少,这就提

供了另一种方法来研究机构的运动状态.对于单

自由度复杂平面连杆机构,其一阶运动特性可以

用它的等效四杆机构来体现.等效四杆机构是由

原连杆机构中４个原始连杆之间两两相邻连杆间

的４个速度瞬心构成的,其中一个瞬心可以作为

输入关节.因为瞬心既能用来判断给定连杆的速

度分布,又可以判断连杆间的运动传递特性,所以

等效四杆机构可以代表单自由度复杂平面连杆的

一阶运动特性.
从原始的复杂连杆机构中找到４个连杆或相

应的４个速度瞬心来组成等效四杆机构成为研究

的重点.等效四杆机构包含一个输入关节,这个

输入关节连接着复杂连杆机构中的两个连杆,这
两杆可以看作是机架杆和输入杆;还需要另外的

两杆来构成等效四杆机构的四杆,这两杆可以看

作是连架杆和输出杆,输出杆和连架杆可以是原

复杂连杆机构中的任意两杆.把这４个杆件按照

机架、输入杆、连架杆、输出杆的顺序组合,这些杆

件两两相邻的瞬心就构成了等效四杆机构的４个

瞬时关节.这样的等效四杆机构可保持复杂平面

连杆机构中原始连杆之间的瞬时运动特性.

１．２　等效四连杆机构的构成

由上述分析可知,等效四连杆机构由４个原

始杆以及它们对应的４个运动瞬心组成.４个原

始杆中,连接机架和输入杆组成输入关节,另外两

杆为原复杂连杆机构中的任意两个杆件.如图１
所示,找出Stephenson六杆机构的瞬心,则其瞬

时运动特性可以由A０ECC０ 组成的等效四杆机

构来决定.
复杂机构的等效四连杆机构可以按照以下步

骤找出:①选择机架和输入杆,其所相连的关节即

为输入关节;②任选两杆为其余两杆;③按照机

架、输入杆、连架杆、输出杆的顺序组合构成等效

机构的原始四杆,并找出相邻两杆之间对应的瞬

心.这４个相邻的瞬心就构成了等效四杆机构的

４个关节,相邻两个关节之间的杆或等效杆就成

为等效机构的４个杆件.
需要注意的是,如果复杂平面连杆机构含有

一个四杆环,且该四杆环包括了机架与输入杆,则

图１　StephensonⅡ型六杆机构

Fig．１　StephensontypeⅡsixＧbarlinkage

该四杆环可作为该复杂机构的一种等效四杆机

构.由此,复杂连杆机构的等效四杆机构可分成

如下两种类型.
类型Ⅰ　等效四杆机构的４个杆件由原复杂

连杆机构内的四杆环组成.
类型Ⅱ　等效四杆机构的４个杆件由原复杂

连杆机构内的非四杆环组成.
类型Ⅰ的复杂连杆机构的等效四连杆机构直

接为该机构内的四杆环.对于类型Ⅱ中的等效四

连杆机构,其构成的杆件可能来自四杆环的一部

分但不能是全部,或来自其他不同环.因复杂连

杆机构中存在多个杆件,因此有多个等效四连杆

机构的杆件组合方式.这些等效四杆机构都从属

于类 型 Ⅰ 或 类 型 Ⅱ.图 １ 等 效 四 连 杆 机 构

A０ECC０ 中,连杆EC 和复杂连杆机构中的三元

杆BCD 具有相同的运动状态.当杆１作为机架,
杆２作为输入杆,或瞬心I１２作为输入关节时,杆

A０E 和杆A０AB０可等效成同一个单元.该六连

杆机构能被等效为四连杆机构A０ECC０.需要注

意的是,点E 为杆AD、B０B 延长线的交点,同时

也是瞬心I２５.由此,等效四连杆机构A０ECC０可

以看作是由原始四杆１、２、５和６按顺序排列的两

两相邻的４个关节瞬心I１２、I２５、I５６和I６１组成的,
即等效四杆机构的４个关节就是原四杆中相邻两

杆之间的瞬心,它是类型Ⅱ等效四连杆机构.
选择其他杆件组合也能构成等效四杆机构.

如选择杆件１作为机架,杆件２为输入杆,杆件３
和杆件５为剩余两杆,并按顺序排列的四杆件１、

２、３和５形成的瞬心I１２、I２３、I３５和I５１就构成了

等效四连杆机构A０ADF.其余的等效四连杆机

构也可以用相同的方法得到.
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２　运用等效四连杆机构分析机构的死点

平面四杆机构出现运动死点的位置是在连杆

和输出杆共线或三个非输入关节共线的位置.因

复杂平面连杆机构具有更多的杆件、更复杂的环

和更多样的输入方式,故很难分析其出现死点的

位置与机构在死点位置的构型.等效四连杆机构

概念的提出为研究单自由度复杂平面连杆机构的

死点位置提供了一种新方法.
等效四杆机构包含一个输入关节和三个非输

入关节.如果复杂连杆机构对应的等效四连杆机

构处在死点位置,则原复杂平面连杆机构也必处

在死点位置.由此,单自由度复杂平面连杆机构

的死点可以按照以下判别准则来分析.
判别准则１　单自由度复杂平面机构死点出

现的条件是该机构的等效四连杆机构中的三个非

输入关节处在同一直线上.
判别准则２　任一个该复杂机构的等效四连

杆机构处在死点位置,则整个原机构一定也处于

死点位置.
需要说明的是,如果类型Ⅰ等效四连杆机构

处在死点位置,那么原复杂机构也必处于死点位

置,并且所有类型Ⅱ等效四连杆机构也处于死点

位置.如果任一该机构类型Ⅱ等效四连杆机构处

于死点位置,该复杂机构也处于死点位置,其余所

有类型Ⅱ等效四杆机构也都处于死点位置,但此

时该复杂机构的类型Ⅰ等效四连杆机构不一定处

于死点位置.也就是说,该复杂连杆处于死点位

置时,该机构的任一个类型Ⅱ的等效四杆机构机

构都处于死点位置.这是因为类型Ⅱ的等效四连

杆机构中的杆件是来自该复杂机构中不同的环.
当所有类型Ⅰ和类型Ⅱ等效四杆机构都处于死点

位置时,则原机构必处于死点位置.
下面对以上准则进行进一步解释.如图２所

示,以杆件１作为机架,杆件２为输入杆,杆件p
和杆件q是该复杂机构中不同于杆件１、杆件２
的其余任意两杆.该等效四杆机构对应的瞬心为

I１２、I２p、Ipq和I１q.
杆件p、杆件q以及杆件２的速度关系可以

表示为

ωp

ω２
＝

I１２I２p

I１pI２p
(１)

ωq

ω２
＝

I１２I２q

I１qI２q
(２)

式中,ωi(i＝２,p,q)为杆件i的角速度.

当复杂连杆机构处于死点位置时,式(１)和式

(２)的值应该是无穷大的,此时等式的右半部分的

图２　四连杆机构

Fig．２　AfourＧbarlinkage

分母应等于０,即I１pI２p＝０和I１qI２q＝０,这时瞬

心I１j 和I２j (j＝p,q)重 合.根 据 AronholdＧ
Kennedy理论,瞬心Ipq在直线I１pI１q和直线I２pI２q

上.由此,等效四连杆机构中的三个非输入关节

I２p、Ipq和I１q处在同一直线上.如果等效四连杆

机构中的三个非输入关节I２p、Ipq和I１q处在同一

直线上,同理,根据 AronholdＧKennedy理论,瞬
心I１j和I２j(j＝p,q)必重合.当杆件p和杆件q
被任意地选取时,一个类型Ⅱ的等效四连杆机构

处于死点位置,其余所有类型Ⅱ的等效四连杆机

构一定同时处于死点位置.由此,该判别准则是

单自由度复杂平面连杆机构死点位置的充分必要

条件,这些准则能简单判别单自由度复杂平面连

杆机构死点的几何构型.

３　实例分析

３．１　含有两个移动关节的平面六连杆机构死点

位置分析

如图３所示,Stephenson六连杆机构中的２
个转动关节用移动关节代替时,其死点问题也能

利用等效四连杆机构的方法来判定.当给定输入

在关节 A 时,如选择构件３和构件４为其余两

杆,运用等效机构的概念和方法,机构的死点位置

出现在类型Ⅰ等效四杆机构I１２I２４I３４I１３中的瞬

心I２４、I３４和I１３共线(图３a).同时四杆环ABCD
在物理上形成一个曲柄滑块机构,即类型Ⅰ的等

效四杆机构,根据上述准则１和２,此时四杆环

ABCD 一定处在死点位置,BC 杆垂直于滑块的

导路方向.若选择杆４和杆５为其余的两杆,运
用三心定理容易得到杆２和杆５的运动瞬心I２５、
杆１和杆５的运动瞬心I１５,机构的奇异位置出现

在类型Ⅱ等效四杆I１２I２５I４５I１５中的瞬心I２５、I４５

和I１５共线(图３b),此时杆件EF 将垂直于平面

内滑块所运动的导路方向.

３．２　含有三个移动关节的六杆机构的死点位置

将六杆机构中三个旋转关节用移动关节替

换,如图４所示.若以旋转关节A 为输入关节,
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(a)

(b)

图３　含有两个移动关节的六杆机构

Fig．３　AsixＧbarlinkagewithtwosliders

则默认杆１为机架,杆２为输入杆,任选杆３和杆

４为其他两杆,机构的奇异位置出现在等效四杆

I１２I２４I３４I１３中的瞬心I２４、I３４和I１３共线,或任选

杆４和杆５为任意两杆,机构的奇异位置出现在

等效四杆I１２I２５I４５I１５ 中的瞬心I２５、I４５ 和I１５

共线.

图４　含有三个移动关节的六杆机构

Fig．４　AsixＧbarlinkagewiththreesliders

３．３　单自由度双蝶八连杆机构死点位置分析

单自由度双蝶八杆机构的死点位置是很难找

出来的.这里将运用PENNOCK等[１５]提出的方

法求得单自由度双蝶八杆机构所有的瞬心.利用

本文提出的等效机构方法,复杂的单自由度双蝶

八杆机构的奇异性很容易就被分析出来,通过任

一等效机构可以得到其死点位置.如图５所示,
任意选择原机构的４根杆如杆１、２、３和７,并把

它们按照机架、输入杆、连杆、输出杆的顺序组合.
由相邻两杆之间的运动瞬心组成相应的等效四杆

机构I１２I２３I３７I１７.如果该等效机构的三个被动

关节I２３、I３７、I１７位于同一直线上,则这个等效四

杆机构位于死点位置,进而判定整个单自由度双

蝶八杆机构必定位于死点位置.如选择其他任意

连杆及输出杆,也会得出相同的结论.由此,运用

等效四杆机构的概念,像单自由度双蝶八杆机构

的死点位置也可很容易地判别出来.

图５　单自由度双蝶八杆机构的死点位置

Fig．５　Adeadcenterpositionforthedoublebutterfly
eightＧbarlinkage

４　结束语

本文根据机构的瞬心能表示该机构的运动特

性的特点,提出了用等效四连杆机构的概念和方法

来研究单自由度复杂平面连杆机构奇异性的方法.
以Stephenson六连杆机构为例介绍了等效四连杆

机构构成,并利用其来分析更复杂的单自由度平面

连杆机构如带移动关节的六连杆机构、双蝶八杆机

构的奇异性,体现了该方法的简单直观性.该方法

是一种几何分析方法,能为研究复杂平面机构在奇

异位置的构型提供一种新的思路.
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　　２０１７世界智能制造大会“制造业＋数

字技术”论坛于２０１７年１２月８日在南京市国际

青年会议酒店,由中国机械工程学会联合eＧworks
数字化企业网共同举办.论坛聚焦“制造业的数字

化转型”主题,围绕数字技术在智能制造领域的实

际应用及发展趋势,如何帮助我国制造业实现数字

化转型,数字化技术如何支持产品创新,以及如何

通过工业化和信息化深度融合,正确引导制造行业

应用智能制造技术等问题展开深入探讨.
论坛由eＧworksCEO黄培博士主持,首先由

江苏省经济和信息化委员会党组成员、副主任胡

学同致辞.中国机械工程学会理事长、中国工程

院院士李培根为本次论坛做主题演讲.

CIMdata总裁、PLM资深专家PeterBILELLO
发表了“全球制造业数字化转型”的主题演讲.

IBM电子行业全球工业４．０及智能制造总经理邓

钦分享了大数据分析在智能制造中的应用案例.
中车南京浦镇车辆有限公司副总经理李立介绍了

企业的数字化转型之路.达索系统工业设备行业

解决方案全球销售总监张乐宁以“达索三维体验平

台支撑制造业产品创新”为主题介绍了企业如何利

用基于模型、数据驱动的达索系统三维体验平台,
打造数字化连续链条贯穿企业的设计与工艺的模

块化、加工组装等环节,通过数字化转型实现商业

模式转型.中国船舶重工集团南京鹏力科技集团

有限公司副总经理王淼介绍了离散生产型数字化

工厂整体解决方案.eＧworks数字化企业网 CEO
黄培博士在演讲中分享了制造业数字化转型的趋

势,以及基于产品创新的数字化价值链、仿真技术、
物联网、创成设计＋增材制造、VR/AR、人工智能

等新兴技术在国内外制造业的典型应用案例.
本次论坛通过对数字化技术的介绍,以及制

造企业数字化转型案例分享、厂商的解决方案解

读,为制造企业依托数字化技术的深化应用推进

智能制造实施落地提供了思路与借鉴.对于引导

我国制造企业在转型升级的进程当中,正确理解

和应用智能制造技术具有积极的促进作用.
(工作总部)
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