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摘要:应用解析法对５２m 长混凝土泵车的五节臂系统进行振动特性分析.采用拉格朗日第二类方

程和假设模态法建立了臂架系统的柔性多体动力学方程,基于建立的柔性模型对臂架系统进行了模态

分析,并应用 MATLAB软件对模态进行了数值求解,得出了臂架系统的前１０阶固有频率及振型,并分

析了不同的臂架参数对臂架系统固有频率的影响,最后通过现场测试实验对理论固有频率进行了验证.
研究结果为臂架结构的进一步优化及系统振动的控制提供了理论依据.
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０　引言

混凝土泵车是一种用于混凝土输送和浇筑的

大型建筑机械,广泛应用于高层建筑、桥梁、高速

铁路以及地下工程的混凝土浇筑施工.由于泵车

需要实现大范围的浇筑作业,故其具有较长的臂

架系统,当前最长的臂架已达到１０１m[１].臂架

系统多由四到六节臂构成,是一种典型的柔性多

体动力学系统.在混凝土泵送过程中,周期性的

泵送冲击会使臂架系统产生较大幅度的振动,导
致臂架末端的位置难以精确控制,引发多种安全

事故.而且过大的振动会加速臂架的疲劳损伤,
缩短臂架系统甚至整车的使用寿命.因此,展开

针对臂架系统振动的相关研究具有重要意义.
张大庆等[２]对不同泵送流量下的泵车臂架系

统的振动性能进行了实验研究,并给出了各工况

下的理想流量;Cazzulani等[３􀆼４]分别研究了泵送、
臂架两个子系统对振动的影响,并研制出了缩小

的实验样机;吕彭民等[５􀆼７]从多方面对臂架结构的

振动机理进行研究,找到了引起臂架振动的主要

因素,并在结构优化、泵送控制方面给出了减小臂

架振动的建议;刘杰等[８]分析了臂架的柔性变形

对臂架末端位置控制的影响,并利用动力学软件

进行了末端轨迹的仿真研究;吴智勇等[９]应用振

动预测理论及时滞补偿方法,对臂架系统的振动

进行了主动控制研究;朱祥华等[１０]建立了臂架水

平全伸位置的有限元模型,并对其进行了模态分

析,得出了臂架的固有频率范围及振型云纹图.
现有针对臂架系统振动特性的研究成果多是基于

动力学软件通过仿真得出的,基于解析法的相关

研究则鲜见报道.
本文以某型号５２m 长混凝土泵车的臂架系

统为研究对象,根据柔性多体动力学理论建立其

动力学方程,应用解析法对臂架系统进行模态求

解,得到各阶固有频率及相应振型,通过实验对一

阶固有频率进行了验证.同时进一步分析了臂架

的其他参数对臂架固有频率的影响,得出臂架系

统固有频率的敏感参数.

１　臂架柔性多体动力学方程的建立

本文采用假设模态法将连续的臂架系统离散

化[１１],并结合拉格朗日第二类方程,建立臂架系

统的柔性多体动力学模型.臂架系统的结构如图

１所示,它由转台、五节臂架及相应的驱动液压缸

组成,其中每节臂架的长度用li(i＝１,２,􀆺,５)表

􀅰５２１２􀅰
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图１　臂架结构示意图

示,五节臂架的总长为L.
由于每节臂架的长度都远大于截面尺寸,因

此,将各节臂架作为 Euler􀆼Bernoulli梁来考虑,
只考虑其横向弯曲变形,忽略其剪切变形及轴向

变形.以臂架１与转台的铰接点为原点,水平方

向直线为横轴建立惯性坐标系OXY.以臂架i
与臂架i－１的铰接点为原点,臂架i的起点与终

点的连线为横轴建立动坐标系OiXiYi.这样建

立坐标系的方式可以避免前一节臂架的弹性运动

对后一节臂架的弹性运动产生影响,消除了臂架

间的弹性耦合项[８],降低了建模的复杂程度.以

此方法建立臂架i的坐标系如图２所示.

图２　 臂架i坐标系示意图

由图２可知,臂架i上任一点P在惯性坐标系

OXY 中的位置矢量可表示为

pi０ ＝ ∑
i－１

k＝１

(Rkrk)＋Ripi　　i＝１,２,􀆺,５ (１)

其中,rk 为臂架k 的末端点在动坐标系OkXkYk

中的位置向量,且rk＝(lk,０)T;pi 为点P 在动坐

标系OiXiYi 中的位置向量,且pi＝ui＋vi;ui 为

臂架变形前点P 在动坐标系中的位置矢量,即

ui＝(xi,０)T;vi 为臂架在P 点处的横向弯曲变

形,即vi＝(０,vi)T,所以可得pi ＝(xi,vi)T;Ri

为动坐标系OiXiYi 到惯性坐标系OXY的姿态变

换矩阵,由图２所示的坐标系可以得到:

Ri ＝
cosθi －sinθi

sinθi cosθi

é

ë
êê

ù

û
úú (２)

式中,θi 为动坐标系Xi 轴与水平方向(即惯性坐标系的

X 轴)之间的夹角.

将式(１)两端对时间求导,可以得到点P 在

惯性坐标系下的速度矢量为

p
􀅰
i０ ＝ ∑

i－１

k＝１

(R
􀅰

krk ＋Rkr
􀅰
k＋１)＋R

􀅰

ipi ＋Rip
􀅰
i (３)

i＝１,２,􀆺,５
由于不考虑臂架的轴向变形,则点P 在动坐

标系OiXiYi 中横坐标为恒值xi,因此可得p
􀅰
i ＝

(０,v􀅰i)T.
假设各节臂架均为均质杆,则臂架i的单位

长度质量ρi＝mi/li,其中,mi 为臂架i的质量.
所以,臂架i的动能为

Ti ＝
１
２∫

li

０
ρi(p

􀅰T
i０p

􀅰
i０)dxi　　i＝１,２,􀆺,５ (４)

下面求臂架系统具有的势能,势能主要包括

重力势能和因变形所储存的应变能两个部分,即

U ＝ ∑
５

i＝１

１
２EIi∫

li

０
(∂

２vi

∂x２
i

)２dxi ＋∑
５

i＝１

mi

li
gcosθi∫

li

０
vidxi ＋

∑
５

i＝１
mig(li

２sinθi ＋∑
i－１

k＝１
lksinθk) (５)

式中,E 为材料的弹性模量;Ii 为臂架i的截面惯性矩.

式(５)中等号右侧的第二项表示由臂架变形

而引起的重力势能的变化,由于臂架的弹性变形

相对较小,所以重力势能的变化可以忽略不计.
臂架i的横向弯曲变形vi 为时间t和位置x 的函

数,根据假设模态法,vi 可以用里兹基函数的线

性组合得到:

vi(xi,t)＝ ∑
ni

j＝１
qij(t)ψij(xi)　　i＝１,２,􀆺,５(６)

其中,ψij 为臂架i的第j阶基函数;qij 为ψij 对应

的广义坐标;ni 为所取的里兹基函数的阶数,一

般取前几阶基函数即可得到较为满意的结果,在
本文中均取前两阶基函数来表示各节臂架的横向

弯曲变形,即ni＝２,则其前两阶基函数表示为

ψi１(xi,t)＝sin
πxi

li

ψi２(xi,t)＝sin
２πxi

li

ü

þ

ý

ï
ï

ï
ï

(７)

由单节臂的动能表达式可得到系统的总动

能,即T ＝∑
５

i＝１
Ti,将求得的臂架系统的动能、势

能代入拉格朗日第二类方程中(其中,臂架系统的

独立广义坐标取为q＝(θ１,θ２,θ３,θ４,θ５,q１１,q１２,

q２１,q２２,q３１,q３２,q４１,q４２,q５１,q５２)T),方程经整理

后得到臂架系统的柔性多体动力学方程:
Mq̈＋Cq

􀅰
＋Kq＝０ (８)

􀅰６２１２􀅰
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式中,M、C、K 分别为臂架系统的惯性矩阵、阻尼矩阵和

刚度矩阵.

２　 理论模态分析

２．１　 臂架系统模态分析

由于臂架系统是一个低阻尼的系统,故在本

文中忽略阻尼的影响,即C＝０,所以由式(８)可以

得到臂架系统的无阻尼自由振动方程:
Mq̈＋Kq＝０ (９)

令式(９)的解以简谐振动的形式表示,可以

得到:
q＝φsinωt (１０)

式中,φ、ω 分别为臂架系统的特征向量和固有频率.

将式 (１０)代 入 齐 次 方 程 (式 (９))中 可 以

得到:
(K－ω２M)φ ＝０ (１１)

如果要使得上述方程中φ 具有非零解,则必

须满足下述条件:
|K－ω２M|＝０ (１２)

由上述方程可知,求解臂架系统固有频率的

问题变成了求解特征方程(式(１２))特征值的问

题.将式(１２)的等号左侧展开即得到一个关于

ω２ 的n 阶特征多项式,即
an (ω２)n ＋an－１(ω２)n－１ ＋􀆺＋a１ω２ ＋a０ ＝０

(１３)

由式(１３)求得的n 个根分别为ω２
１,ω２

２,􀆺,

ω２
n,它们的正平方根即臂架系统的各阶无阻尼固

有频率.将这些平方根按由小到大的次序依次排

列,即０≤ω１ ≤ω２ ≤ 􀆺 ≤ωn,则得到臂架系统

的第一阶到第n 阶的固有频率.
将任一固有频率ωj 代入式(１２)中,即可求解

得到相应的特征向量φj,φj 又表示臂架系统的

第j阶模态振型,它主要描绘了振动系统中离散

质量在该固有频率下的振动情况.

２．２　计算仿真结果

各节臂架的端面均呈箱形结构,由弹性模量为

２１０GPa的钢板焊接而成,它们的结构参数如表１
所示.该型号泵车理论泵送频率为每分钟１３~２２
次,即０􀆰２１６７~０􀆰３６６７Hz.臂架系统处于水平姿

态下的混凝土浇筑工况是较危险的作业工况,受振

动的影响较严重,因此在此工况下对臂架系统的振

动进行分析.应用 MATLAB 编写计算仿真程序,
通过计算得到了臂架系统的５个零频率和１０个非

零频率,以及各阶频率所对应的主振型.表２给出

了各阶非零固有频率的仿真计算结果,同时还指出

了在各阶振动中起主要作用的臂架.

表１　臂架系统结构参数

臂架１ 臂架２ 臂架３ 臂架４ 臂架５
长度li(m) １０．６ ８．７１ ８．５１ ９．８ ９．８６
质量mi(kg) ２９３６ １４４４ １０５５．３ ５３９ ２４８
截面惯性矩

Ii(１０－３m４)
１．３９７ ０．４８５ ０．２９７ ０．００４ ０．００２

角度θi(°) ０ ０ ０ ０ ０

表２　各阶非零固有频率及主振动对应臂架节号

阶数 １ ２ ３ ４ ５
固有频率f(Hz)０．３８０７ ０．５５１６ １．１８７３ １．６７９９ ２．４６８４

主振动对应

臂架节号i
５ ５ ５ ４ ２

阶数 ６ ７ ８ ９ １０
固有频率f(Hz)３．３４８５ ４．３８９８ ９．３２０４ １１．０４１４ １２．９０２０

主振动对应

臂架节号i
３ ３ ２ ４ ３

　　通过仿真得到了臂架系统的一阶固有频率下

的振型曲线,如图３所示.其中图３a为整个臂架

系统的一阶振型曲线,图３b~图３f分别为臂架

１~５的一阶振型曲线.

　(a)臂架系统振型曲线 (b)臂架１振型曲线

　(c)臂架２振型曲线 (d)臂架３振型曲线

　(e)臂架４振型曲线 (f)臂架５振型曲线

图３　一阶振型曲线

通过臂架系统自由振动的模态分析结果可以

得出以下结论:
(１)相对于臂架４和臂架５,前三节臂架的振

动非常微弱,因此臂架系统的振动主要体现于后

两节臂架.

􀅰７２１２􀅰
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(２)五节臂架系统的五个零频率对应的振动

模态即为刚体模态.刚体模态包含于特征解的完

整解中,是一种重要的特殊模态,很多情况下这种

刚体运动是位移场的重要参与者.
(３)臂架系统具有十个不重复的非零固有频

率,为臂架系统的前十阶固有频率.其中一阶固

有频率为０．３８０７Hz,与混凝土的泵送频率十分接

近,这正是臂架系统产生大幅振动的主要原因.
(４)前三阶固有频率对应的主振动是臂架５

的弯曲振动;第４、９阶固有频率对应的主振动是

臂架４的弯曲振动;第５、８阶固有频率对应的主

振动是臂架２的弯曲振动;第６、７、１０阶固有频率

对应的主振动是臂架３的弯曲振动.

２．３　参数对臂架系统固有频率的影响

本文进一步分析了臂架４和臂架５的参数对

系统固有频率的影响.通过分析,分别得到了臂

架系统的固有频率与臂架的长度、刚度以及关节

角位置之间的关系,如图４所示.由于臂架的振

动主要是由低阶模态引起的,所以图４只给出一

阶和二阶固有频率随参数改变的变化曲线.根据

图４所示的变化趋势,可得出以下结论:

　(a)臂架５长度的影响 (b)臂架４长度的影响

　(c)臂架５刚度的影响 (d)臂架４刚度的影响

　(e)臂架５角度的影响 (f)臂架４角度的影响

图４　臂架参数对固有频率的影响

(１)一阶、二阶固有频率都随臂架长度的增大

而减小,而频率的变化率对于不同的频率阶数以

及臂架节数而有所不同.随着臂架５长度的增

大,系统一阶、二阶固有频率呈相似的递减趋势,
臂架４长度的变化对二阶固有频率影响较大,但
对一阶固有频率影响很小.

(２)一阶、二阶固有频率均随臂架刚度的增大

而增大.其中,臂架５刚度的变化对一阶固有频

率影响较大,而臂架４刚度的变化对二阶固有频

率影响较大.
(３)一阶固有频率受关节角度θ４、θ５的变化影

响不明显,而二阶固有频率随着关节角度的增大

呈先减小后增大的趋势.由此可知,对于不同的

位姿,臂架系统的固有频率会有不同.

３　实验验证

为验证理论分析的正确性,在５２m 长的混凝

土泵车上进行了固有频率的测试.在本实验中,
通过安装空间倾角传感器(SAS)来测试臂架的振

动情况.应用工程机械用控制器 TTC将采集的

倾角传感器信号转换成实时角度信号,并通过

CAN总线传输给DEWEsoft软硬件系统,将实时

的角度信息在计算机中显示并存储到磁盘中.实

验设备如图５所示.在本次实验中,系统的采样

周期设为２０ms.

图５　臂架振动测试系统

实验过程中,将臂架预先展开到相应的水平

姿态,通过施加外力改变臂架的初始位置,然后瞬

间释放外力以激发臂架系统的振动.通过实验可

以得知,在臂架振动过程中前三节臂的振动非常

微弱,而后两节臂振动非常明显,这与模态分析中

的结论一致.图６a给出了臂架系统的振动响应

曲线,将测得数据进行快速傅里叶变换之后得到

系统振动响应的幅频图,如图６b所示.根据图６
所示曲 线,可 得 臂 架 系 统 的 一 阶 固 有 频 率 为

０．３５０１Hz,而通过模态分析得到的一阶固有频率

为０．３８０７Hz,与实测值接近,误差为８􀆰７％.可

见,应用解析法得到的分析结果能够反映臂架系
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统的振动特性,说明所建立臂架模型以及相应的

理论分析是正确的.

　　(a)振动响应曲线 (b)幅频图

图６　实验曲线

４　结语

本文针对５２m 五节臂混凝土泵车的臂架系

统的振动特性展开了研究.在建立臂架系统柔性

多体动力学模型的基础上,利用解析法得到了臂

架系统的固有频率及振型,并分析了臂架的相关

参数对臂架系统固有频率的影响,通过臂架系统

固有频率的实验验证了理论分析的正确性.结果

表明:①臂架系统的一阶固有频率与泵送频率相

近,这是臂架系统在作业工况下产生大幅振动的

主要原因;②臂架４、臂架５振幅较大,对整体振

动起主要影响;③不同的臂架参数对固有频率影

响不同,适当改变相应参数可使臂架系统的固有

频率远离泵送工作频率,有助于减小系统振动.
研究结果为泵车结构的优化、振动的抑制奠定了

理论基础.
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