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摘要:砂轮磨削带齿向修形的斜齿轮时,砂轮与齿轮之间的接触线时刻发生变化,其附加运动会使

齿向一面产生“修形扭曲”,为此,提出一种高精度建立齿向修形齿面的方法.根据齿向修形原理,推导

出成形磨齿的实际接触线方程;通过改变中心距的值,沿齿向得到多组接触线,使用 NURBS曲面拟合,
得到齿向修形齿面;对影响齿面精度的主要因素齿廓偏差和螺旋线偏差进行分析并提出误差评价模型.
以鼓形修形斜齿轮为例,介绍齿向修形齿面构造全过程.磨齿实验验证了模型的准确性以及齿向修形

齿面构造的高精度性.
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Abstract:Whengrindingofhelicalgearswithtoothtotooth,contactlineschangedallthetime,
theadditionalmovementcausedthetoothtoproduce“distortionsofmodification”．Basedonthefacts,
thispaperpresentedahighprecisionestablishmentmethodoftoothflank．Firstly,theactualcontact
lineequationofformgrindingwasderivedbytheprinciplesoftoothtotooth．Secondly,changingthe
centerdistancevalues,gettingmultiplesetsofcontactlinealongthetoothandNURBSsurfacefitting
wasusedtogettoothflankoftoothsurface．Thirdly,studyingthemainfactorsaffectingtheaccuracy
oftoothsurfacedeviationoftoothprofileandhelixdeviationandtheevaluationmodeloftootherrors
wasproposed．Then,inalongitudinalcasestudyofdrum􀆼shapedtoothhelicalgear,thetoothflankof
theentireprocesswasdescribed．Finally,bygrindingexperimentstheaccuracyoferrorpredictionand
highaccuracyoftoothsurfacewereverified．
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０　引言

齿向修形可以较好地改善齿面啮合状态,有
效防止边缘接触,减小振动和噪声,延长齿轮的工

作寿命[１􀆼２].目前,几乎所有的高速、重载、薄壁结

构的精密齿轮都需要进行拓扑修形.
研究拓扑修形齿轮中的齿向修形具有重要的

意义.梁锡昌等[３]利用现有磨齿机的运动轴,提
出了三种附加运动,分别为线性径向进给、齿轮转

角补偿及轴向进给补偿.周玉山等[４]提出了一种

改进的截线式计算方法.郭二廓等[５]、汪中厚

等[６]对接触线的形态进行了优化.李国龙等[７]采

用单一的附加径向运动对斜齿轮进行拓扑修形,
提出一种减小磨削误差的砂轮廓形优化方法,该
方法只是针对砂轮截形的优化,并未考虑砂轮与

齿轮接触线的实际状态.

在数控成形磨削斜齿轮齿向修形过程中,砂
轮与齿轮之间的接触线是一条空间曲线,仅由理

论的空间接触线包络所得到的磨削齿面并不能满

足高精度的磨齿修形加工[８].为此,本文以附加

径向运动成形磨削为研究对象,首先,根据齿向修

形原理,推导出成形磨齿的实际接触线方程;其
次,通过改变中心距的值,沿齿向得到多组接触

线,使用 NURBS曲面拟合,得到齿向修形齿面;
再次,对影响齿面精度的主要因素齿廓偏差和螺

旋线偏差进行分析并提出误差评价模型.然后,
以齿向鼓形修形斜齿轮为例,介绍修形齿面构造

全过程.最后,经磨齿实验验证了模型的准确性

以及齿向修形齿面构造的高精度性.

１　成形磨齿齿向修形分析

１．１　附加中心距运动齿向修形分析

如图１所示,在齿轮齿顶投影图上建立鼓形

曲线设计坐标系O１y１z１,坐标原点O１ 取在齿宽
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的中点位置,O２ 为鼓形圆心,δ 为最大鼓形量,R
为鼓形半径,b 为齿宽,对于齿廓上的一点 M,设
其鼓形量δz 沿齿向的坐标值为lz.

图１　 鼓形曲线设计坐标系

由图１所示关系可以得到鼓形半径为

R ＝δ/２＋b２/(８δ) (１)

由此得到鼓形修形中心距变动量为

δz ＝R－ R２ －l２
z

ax ＝
δzcosβb

sinαn

ü

þ

ý
ïï

ïï

(２)

lz ＝|pθ－b/２|
式中,p 为齿轮螺旋参数;βb 为基圆螺旋角;αn 为法向压

力角.

因此齿轮转过单位角度,砂轮沿齿轮径向移

动量为

δx ＝
dax

dθ ＝
p(pθ－b/２)cosβb

R２ －(pθ－b/２)２sinαn

(３)

式中,θ为齿轮转过的角度.

１．２　 坐标系及其变化关系

为了便于分析研究,建立图２所示的坐标

系.坐标系OXYZ 与机床静止部件固定连接,为
空间 固 定 坐 标 系; 在 齿 轮 上 建 立 坐 标 系

OgXgYgZg,其中Zg 轴与齿轮轴线重合;在砂轮

上建立坐标系OwXwYwZw,其中Zw 轴与砂轮轴

线重合;ax 为齿向修形时的中心距改变量;齿轮

轴线和砂轮轴线的最短距离为中心距a,两轴线

的夹角即为砂轮安装角Σ.
下面采用四阶齐次矩阵建立坐标系之间的变

换 关 系. 将 空 间 任 意 点 S(xg,yg,zg) 在

OgXgYgZg、OXYZ、OwXwYwZw 内的矢量分别用

rg、r、rw 表示,则S点从OgXgYgZg到OXYZ的坐

标变化关系为

r＝ Mθrg (４)

Mθ ＝

cosθ －sinθ ０ ０
sinθ cosθ ０ ０
０ ０ １ pθ
０ ０ ０ １

é

ë

ê
ê
ê
êê
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图２　 斜齿轮成形磨削坐标系

r＝ (x,y,z,１)T

rg ＝ (xg,yg,zg,１)T

从OXYZ 到OwXwYwZw 的坐标变化关系为

rw ＝ MΣr (５)

MΣ ＝

－１ ０ ０ a－ax

０ －cosΣ －sinΣ ０
０ －sinΣ cosΣ ０
０ ０ ０ １

é
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ê
ê
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û
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rw ＝ (xw,yw,zw,１)T

由式(１)、式(２)可得

rw ＝ MΣMθrg (６)

即

xw ＝ －xgcosθ＋ygsinθ＋a－ax

yw ＝ －xgsinθcosΣ－ygcosθcosΣ－zgsinΣ－pθsinΣ
zw ＝ －xgsinθsinΣ－ygcosθsinΣ＋zgcosΣ＋pθcosΣ

}
(７)

式(７)即为对应砂轮上点的坐标.

２　 磨齿实际接触线计算

２．１　 砂轮截形计算

成形法磨削斜齿轮时,通过斜齿轮端面形状

以及砂轮安装参数求出砂轮与齿轮之间的接触

线,满足接触线方程[９]

zgnx ＋anycotΣ＋(a－xg＋pcotΣ)nz ＝０ (８)

式中,(nx ,ny,nz)为斜齿轮螺旋面上点的法向量.

将接触线绕砂轮轴线旋转投影到砂轮截面即

可得到成形砂轮截面:

Rw ＝ x２
w ＋y２

w ＝m(μ)

Zw ＝zw ＝g(μ) } (９)

式中,μ 为齿轮端面压力角.

最终 砂 轮 截 面 可 由 压 力 角 函 数 m(μ)和

g(μ)来表示.
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２．２　 齿向修形实际接触线

任意给定斜齿轮端面上一点S(xg,yg,０),即
可由式(７)和啮合关系求出砂轮回转面上与S 点

对应的磨削接触点P(xw,yw,zw),P 点组成的曲

线就是磨削过程中砂轮与斜齿轮的实际接触线.

图３　 砂轮轴向截面曲线

如图３所示,砂轮

的 轴 向 截 形 是 平 面 曲

线,该曲线在砂轮坐标

系 OwXwZw 中 可 表

示为

x ＝m(μ)

y ＝０
z＝g(μ)} (１０)

将轴截面绕OwZw 轴转动,即可形成砂轮回

转面:

rw(μ,ϕ)＝ (xw,yw,zw)T ＝

m(μ)cosϕ
m(μ)sinϕ
g(μ)

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

(１１)

式中,ϕ 为砂轮转过的角度.

砂轮回转面的法向量可表示为

Nw(μ,ϕ)＝
∂rw

∂μ
×

∂rw

∂ϕ
＝

－
dg(μ)

dμ
m(μ)cosϕ

－
dg(μ)

dμ
m(μ)sinϕ

dm(μ)
dμ

m(μ)
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(１２)

在砂轮坐标系OwXwYwZw 中砂轮和齿轮的

相对速度Vw
r 为

Vw
r ＝Vw

w －Vw
g

(１３)

Vw
w ＝ (δx ,０,０)T

其中,Vw
w 为砂轮上P 点在坐标系OwXwYwZw 中

的速度;Vw
g 为齿轮上与P 点相接触的S点在坐标

系OwXwYwZw 中的速度,Vw
g 可表示为

Vw
g ＝ww ×rw ＋L×ww ＋pww (１４)

ww ＝ (０,－sinΣ,cosΣ)T

L ＝ (a－ax ,０,０)T

式中,ww 为齿轮在OwXwYwZw 中的角速度.

根据砂轮与齿轮的啮合条件式[１０]

Nw􀅰Vw
r ＝０ (１５)

联立式(１２)~ 式(１５),化简后可得

X１cosϕ＋X２sinϕ＋X３ ＝０ (１６)

X１ ＝
dg(μ)

dμ
g(μ)sinΣ＋

dg(μ)
dμ

δx ＋
dm(μ)

dμ
m(μ)sinΣ

X２ ＝
dg(μ)

dμ
(a－ax)cosΣ＋

dg(μ)
dμ

psinΣ

X３ ＝
dm(μ)

dμ
pcosΣ－

dm(μ)
dμ

(a－ax)sinΣ

通过迭代法可以求出

ϕ＝ϕ(μ) (１７)

由式(６)得rg＝(MΣMθ)－１rw(μ,ϕ),最后可得实

际接触线上点的坐标为

xg ＝ －m(μ)cosϕ＋a－ax

yg ＝ －m(μ)sinϕcosΣ－g(μ)sinΣ
zg ＝ －m(μ)sinϕsinΣ＋g(μ)cosΣ

} (１８)

２．３　 实际接触线上点的采集

结合上述实际接触线上点的求解过程可知,
式(１８)是一个关于μ、θ 和ϕ 的超越方程,不易求

得解析解.结合等误差算法和牛顿迭代法[１１],遍
历定义域内参数μi ∈[μ０,μn],将初值θi 和ϕi 代

入式 (１８)进行迭代计算,直至满足精 度 要 求

为止.
将齿宽等分为n份,通过式(２)求得每个等分

点处的鼓形量、中心距变动量以及对应的中心矩,
便可得到若干条接触线上点的坐标.n 越大,得
到的接触线越多.

综上即可生成图４所示的点阵,其中m 为每

条接触线上离散点的个数,n 为齿宽方向接触线

的数目.

图４　生成点阵

本文提出的接触线上点的采集方法,可以嵌

入CNC成形磨数控软件的接触线绘制模块中,
由软件自动计算生成点的坐标,生成的接触线及

砂轮截形如图５、图６所示.

图５　软件实现接触线绘制
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图６　软件实现砂轮截形绘制

３　修形齿面构造及误差评价

３．１　基于NURBS的修形齿向齿面构造

本文采用自主研发的磨齿机软件,自动生成

齿面上的离散数据,将生成的齿面坐标作为节点,
完成双三次 NURBS曲面拟合,构建出渐开线斜

齿轮的修形齿面模型.
本文采用B样条插值曲面拟合齿面数据点

的方法,构建齿面模型.B样条曲面的拟合求解

包括以下两个过程:①反算过程,求解拟合曲面的

控制点;②正算过程,求解拟合后曲面上任意点的

坐标值.采用上述方法[１２]便可构造出修形斜齿

轮齿面模型.

３．２　修形齿面误差评价模型

为检验齿面拟合效果,需要将软件生成点拟

合齿面与设计齿面进行对比.磨削开始时,砂轮

总是先与斜齿轮齿槽一侧齿面接触,随后再与两

侧齿面同时接触,磨削结束时,先是一侧齿面与砂

轮脱离接触,随后另一侧再脱离砂轮,总存在接触

线不完整现象[６].因此,本文取齿宽方向８０％[７]

的数据进行齿面评价.
影响齿面接触精度的主要因素有螺旋线偏差

和齿廓偏差.
(１)螺旋线偏差模型.将构造好的修形齿面

模型用假想的斜齿轮分度圆圆柱面切割,齿槽两

侧左右齿面上与分度圆相交的线即为实际螺旋

线.实际螺旋线与理论螺旋线的法向差值即为螺

旋线偏差.
(２)齿廓偏差模型.将构造好的修形齿面模

型绕齿轮轴旋转,使得实际齿形与标准渐开线斜

齿轮(斜齿轮理论模型)齿形于渐开线起始圆处重

合,则旋转后的曲线与标准渐开线之间的法向距

离即为齿廓偏差.

４　拟合实例及精度检验

４．１　拟合实例

本文选取渐开线斜齿轮进行齿面构造,具体

参数见表１.
表１　斜齿轮基本参数

齿数z １９

模数mn(mm) ５

压力角α(°) ２０

螺旋角β(°) ２０

变位系数xn ０

齿顶圆直径da(mm) １１１．０９７

齿根圆直径df(mm) ８８．５９７

渐开线终止圆直径dan(mm) ９４．６

渐开线起始圆直径daf(mm) １１０

齿轮宽度b(mm) ７０

齿向修形量δ(mm) ０．０２

砂轮安装角Σ(°) ７１．２５２８

　　将表１中数据输入自主研发的磨齿机软件

中,沿接触线方向生成１４１个点,沿齿宽方向生成

８１个点,即生成８１条接触线,按照３．１节的齿面

拟合方法,拟合后的齿面如图７、图８所示.

图７　齿向修形齿面拟合图

４．２　误差评价模型

为全面评价基于 NURBS曲面构造的齿向修

形斜齿轮齿面的误差,采用３．２节构造的误差评

价模型,得到螺旋线偏差、齿廓偏差如图９~图１１
所示.图９中,设计修形量为沿齿宽方向计算的

理论修形量,实际修形量为实际加工过程中的修

形量.
由图１０可知,采用成形法磨削齿轮时,受齿

向修形影响,左齿面发生“扭曲”现象,其最大扭曲

量为５．２２２μm(图１０b).由图１１可知,受齿向修

形影响,齿轮修形渐开线段齿形最大误差值为

０．６９７５μm.

４．３　误差补偿模型

在不产生磨削干涉条件[１３]下,本文对砂轮
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(a)左齿面

(b)右齿面

图８　齿向修形齿面

(a)右齿面修形量

(b)左齿面修形量

图９　螺旋线修形量图

安装角等间距取值,得到齿面最大修形误差(齿向

误差)随砂轮安装角的变化曲线,如图１２所示.
得到最优的砂轮安装角Σ＝７１􀆰８５８°,则其对应的

螺旋线偏差,齿廓偏差如图１３、图１４所示.
由图１４可知,优化砂轮安装角后,左齿面发

生“扭曲”现象减小,其最大扭曲量为１．７８５μm
(图１４b).由图１５可知,优化后,齿轮修形渐开

线段齿形最大误差值为０．４０７４μm.

(a)右齿面偏差量

(b)左齿面偏差量

图１０　螺旋线偏差图

　　　(a)右齿面 (b)左齿面

图１１　齿廓偏差图

图１２　最大修形误差随砂轮安装角变化关系

(a)右齿面修形量

(b)左齿面修形量

图１３　螺旋线修形量图(优化后)
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(a)右齿面偏差量

(b)左齿面偏差量

图１４　螺旋线偏差图(优化后)

　　(a)右齿面 (b)左齿面

图１５　齿廓偏差图(优化后)

５　磨削实验

本文磨齿加工实验采用自主研制的多功能成

形磨削机床[１４],被加工齿轮及机床如图１６所示.
针对表１所列斜齿轮参数,结合实际加工要求对

接触线进行优化,确定砂轮安装角,然后编制数控

加工程序完成砂轮的自动修整和齿轮的精密磨

削.完成磨齿加工实验后采用齿轮测量仪进行

检测.

图１６　L３００G成形磨削实验台

优化前齿形齿向如图１７所示,加工后齿轮齿

形精度已达到４级,齿向方面,由于鼓形修形缘

故,右齿面齿向呈“鼓形”分布,左齿面出现了较大

的“修形扭曲”,与预测“修形扭曲”相近.

图１７　优化前齿形齿向

优化后齿形齿向如图１８所示,齿形精度进

一步提高,齿向方面,“修形扭曲”得以消除,修形

误差进一步减小.

图１８　优化后齿形齿向

６　结语

根据齿向修形的特点,结合啮合关系,得到了

砂轮与齿轮实际接触线计算方法;构造了齿向修

形斜齿轮齿面模型,并进行了齿面误差预测与补

偿;通过计算实例和磨齿实验,验证了齿面误差预

测与补偿模型的准确性,以及齿向修形齿面构造
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的高精度性.研究结果可为后续进行齿廓与齿向

综合修形研究提供参考.
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