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摆线钢球行星传动自由振动分析
杨荣刚　安子军　段利英

燕山大学,秦皇岛,０６６００４

摘要:为准确反映摆线钢球行星传动的固有特性,建立了平移 扭转耦合动力学模型,求解了载荷作

用时各构件相对位移量,并推导出动力学微分方程,获得了自由振动特征方程,得到了系统固有频率及

主振型.分析了结构参数对固有频率的影响,并对理论研究进行了验证.结果表明:机构具有系统全振

动模态、输出轴静止振动模态与输出轴扭转振动模态,传动比对固有频率的影响具有不确定性,输出轴

支承刚度是影响固有频率的重要参数,验证了理论研究的正确性.
关键词:摆线钢球行星传动;自由振动;四点啮合;模态分析;轴向预紧
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AnalysisofFreeVibrationofCycloidBallPlanetaryTransmission
YangRonggang　AnZijun　DuanLiying

YanshanUniversity,Qinhuangdao,Hebei,０６６００４
Abstract:InordertorevealtheinherentcharacteristicsofcycloidballplanetarytransmissionacＧ

curately,atranslational􀆼torsionalcouplingdynamicsmodelofprecisionballtransmissionwasproＧ
posed．Therelativedisplacementamountofeachcomponentwassolvedwithload．DynamicsofdifferＧ
entialequationswerededuced,freevibrationcharacteristicequationwasgiven,andthenaturalfreＧ
quencyandprincipalmodeswereobtained．TheimpactsonthenaturalfrequencyofstructureparameＧ
terswasanalyzed．Theoreticalresearchwascarriedouttoprovetheexperiments．Theresultsshow
that:themechanismhassystem􀆼widevibrationmode,theoutputshaftstationaryvibrationmodeand
theoutputshafttorsionalvibrationmode;theinfluenceoftransmissionratioonnaturalfrequencyis
uncertain;theoutputshaftbearingstiffnessisaveryimportantparameterofnaturalfrequencythat
affectsthenaturalfrequency;andthecorrectnessoftheoreticaldeductionisverifiedbyexperiments．

Keywords:cycloidballplanetarytransmission;freevibration;fourpointengagement;modalaＧ
nalysis;axialpreload

０　引言

摆线钢球行星传动无侧隙啮合副形成的“无
侧隙啮合”,使其成为精密传动中非常重要的高性

收稿日期:２０１５ ０９ ２１
基金项目:国家自然科学基金资助项目(５１２７５４４０);河北省自然

科学基金资助项目(E２０１３２０３０８５)

能传动机构.该传动机构具有实时无侧隙传动、
啮合效率高、噪声低、结构紧凑、结构易于微型化

等突出特性,在航空遥感相机位移补偿传动机构

及频繁往复抓取工件的机器人伺服传动机构等高

精密传动应用领域有着重要价值和发展前景[１􀆼２].
文献[３􀆼４]对摆线钢球行星传动进行了较深

入的理论研究,并应用于精密机械伺服传动机构.
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文献[５]在忽略非传力接触点的基础上,利用超静

定方法建立啮合副非线性力学模型,对啮合副进

行静力学分析.文献[６]将质量较小的活齿简化

为无质量的弹簧,建立平移 扭转耦合动力学模

型,揭示了系统的固有特性.摆线钢球行星传动

在间隙调节机构轴向预紧力作用下,能够实现啮

合副无隙啮合传动(啮合副实时四点接触).同一

啮合点在传力与非传力两种状态间转换,法向

力曲线连续且光滑,因此建立四点接触力学模型

更符合实际情况.对活齿传动机构进行动力学

建模时需考虑活齿[７􀆼９],忽略活齿将会影响固有频

率与主振型计算的结果的精确性.因此,建立

考虑啮合副四点接触与活齿的新型力学模型,并
重新进行固有频率及主振型的求解有一定的实际

意义.
在初始轴向预紧力作用下,通过得到的啮合

点静态变形量,求解工作载荷作用下的啮合点相

对位移量,建立考虑活齿及啮合副四点接触的摆线

钢球行星传动平移 扭转耦合动力学模型,推导微

分方程组,求解固有频率与模态向量,分析了参数

对固有频率的影响,对理论研究进行了试验验证.

１　耦合动力学模型建立

摆线钢球传动的结构如图１a所示.图１b所

示为等速啮合副环形槽为双圆弧环形槽的结构,
该结构能够实现机构的无隙啮合传动.图１中,

β１、β２ 分别为环形槽外侧、内侧啮合点法线与盘平

面的夹角,r１、r２ 分别为环形槽外侧、内侧纵切面

曲率半径.
中心盘右侧加工有外摆线槽,行星盘左侧加

工有内摆线槽,内外摆线槽轴向重合位置处放置

减速钢球.行星盘右侧与输出轴左侧加工有相同

数量的环形槽,环形槽轴向重合位置处安装等速

钢球.运转时,输入轴偏心段带动行星盘平动,行
星盘挤压减速钢球.钢球在中心盘摆线槽的限制

作用下反推行星盘,使行星盘以较低的转速转动,
实现转速的变化.行星盘通过等速钢球将转速等

速传递给输出轴,实现转速的等速输出.输出轴

受到间隙调节结构预紧作用,轴向微移动δx,产
生一定轴向预紧力,使减速啮合副与等速啮合副

实现实时的四点接触.

１．１　 耦合动力学模型

借鉴行星齿轮传动振动的研究成果[１０􀆼１１],建
立摆线钢球行星传动减速啮合副与等速啮合副耦

合的平移 扭转耦合动力学模型.分析中假设如

下:① 忽略运动过程中各构件的轴向振动;② 将

(a)结构简图

１．中心盘 　２．减速钢球 　３．行星盘 　４．输入轴

５．输出轴(盘)　６．等速钢球

(b)双圆弧环形槽结构图

图１　 摆线钢球行星传动结构图

系统简化为集中参数模型,各轴承及啮合副均简

化为无质量线弹簧,其余构件简化为刚体;③ 钢

球与槽之间的啮合力作用在啮合平面内,平面与

轴线平行;④ 不考虑支承轴承对系统施加的外载

荷及各构件之间摩擦力的作用,并忽略各处的

阻尼.
考虑输入轴、中心盘、行星盘与输出轴的平

移、扭转自由度及钢球的平移自由度,建立平移

扭转耦合动力学模型,如图２、图３所示.
图２、图３中,Φ１i 为第i个减速钢球绕输入轴

坐标系逆时针转过的角度,Φ３i 为第i个减速钢球

法平面绕输入轴坐标系逆时针转过的角度,Φ４i

为第i个减速钢球法平面绕该钢球坐标系逆时针

转过的角度,O１XY 为固定坐标系,O２X２Y２ 为与

减速钢球系固连的减速钢球坐标系,O１x０y０ 为

与输入轴固连的输入轴坐标系,O３x３y３ 为与行

星盘固连的行星盘坐标系.O２ix２iy２i 为第i个减

速钢球坐标系,O２ix２iy２i 的两坐标轴与O１X２Y２

两坐标轴平行.O４jx４jy４j 为第j个等速钢球坐标

系,O４jx４jy４j 的两坐标轴与O１x０y０ 两坐标轴平

行.xi、yi(i ＝０,１,３,５,２１,２２,􀆺,２(Z２ －１),

２Z２,４１,４２,􀆺,４(Z４－１),４Z４)为由于振动构件

质心偏离理论位置的线位移,u０、u１、u３、u５ 为由

振动产生的角位移.如果不做说明,脚标０、１、３、
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(a)减速啮合副相对位移图

　(b)前半周期相对位移 (c)后半周期相对位移

图２　 减速啮合副动力学模型

(a)等速啮合副相对位移

　(b)前半周期相对位移 (c)后半周期相对位移图

图３　 等速啮合副动力学模型

５、２i与４i均分别指中心盘、输入轴、行星盘、输出

轴、第i个减速钢球与第i个等速钢球.Z２、Z４ 分

别为减速与等速钢球个数.φj 为第j个等速钢球

绕输入轴坐标系y５ 轴逆时针转过角度.

１．２　 啮合点相对位移

间隙调节机构产生初始轴向预紧力(未加载

工作载荷)时,使行星盘相对于中心盘轴向微移

动δ１x,减速啮合副啮合点A１、B１、C１、D１ 处变形

量分别为

δ１ ＝k４δ１xsinβ/(k１ ＋k４)

δ２ ＝k３δ１xsinβ/(k２ ＋k３)

δ３ ＝k２δ１xsinβ/(k２ ＋k３)

δ４ ＝k１δ１xsinβ/(k１ ＋k４)

ü

þ

ý

ï
ï

ï
ï

式中,k１、k２、k３、k４ 分别为啮合点A１、B１、C１、D１ 处的啮

合刚度;β为啮合点法线与盘平面夹角.

初始预紧力使输出轴相对于行星盘轴向微移

动δ２x.等速啮合副中,啮合点A２ 与D２、B２ 与C２

变形量相同:
δA ＝δ２xsinβ１/２

δB ＝δ２xsinβ２/２}
由图２中各构件之间的相对位置关系可知,

机构加载工作载荷时,减速啮合副中第i个钢球

与摆线槽在啮合点A１、B１、C１、D１ 处的压缩量分

别为

δAi ＝δ１ －(δ２i ＋u３Z３esinΦ３i ＋

x３sinΦ３i －y３cosΦ３i)cosβ
δBi ＝δ２ ＋(δ２i ＋u３Z３esinΦ３i ＋

x３sinΦ３i －y３cosΦ３i)cosβ
δCi ＝δ３ －(δ２i ＋u１Z３esinΦ３i ＋

x１sinΦ３i －y１cosΦ３i)cosβ
δDi ＝δ４ ＋(δ２i ＋u１Z３esinΦ３i ＋

x１sinΦ３i －y１cosΦ３i)cosβ
δ２i ＝ －x２isinΦ４ ＋y２icosΦ４

式中,Z３ 为内摆线槽齿数;e为输入轴偏心距一半.

加载工作载荷时,等速啮合副中第j 个钢球

与环形槽在A２、B２、C２、D２ 处的相对位移分别为

δdAj ＝δA ＋y４jcosβ１ －u３Rwsinφjcosβ１ －y３cosβ１

δdBj ＝δB －y４jcosβ２ ＋u３Rwsinφjcosβ２ ＋y３cosβ２

δdCj ＝δB ＋y４jcosβ２ －u５Rwsinφjcosβ２ －y５cosβ２

δdDj ＝δA －y４jcosβ１ ＋u５Rwsinφjcosβ１ ＋y５cosβ１

式中,Rw 为等速钢球所在圆半径.

输入轴偏心段与行星盘相对位移为

δ０３x ＝x０ －２eu０ －x３

１．３　 各构件动力学微分方程

由输入轴与中心盘、行星盘之间的相对位移

关系,建立输入轴动力学微分方程:
􀅰５８８１􀅰
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m０ (ẍ０ ＋２ωry􀅰０ －ω２
rx０)＋k０１x(x０ －x１)＋

k０３x(x０ －２u０e－x３)＝０

m０(ÿ０ －２ωrx􀅰０ －ω２
ry０)＋k０１y(y０ －y１)＋

k０３y(y０ －y３)＝０

J０ü０ －２ek０３x(x０ －２u０e－x３)＝Tr

ü

þ

ý

ï
ï
ï

ï
ï
ï

(１)

式中,ωr 为输入轴转速;Tr 输入轴转矩;k０１x、k０３x 分别为

中心盘与输入轴、中心盘与行星盘x 方向支承刚度;k０１y、

k０３y 分别为中心盘与输入轴、中心盘与行星盘y方向的支

承刚度.

由第i个减速钢球与中心盘、行星盘之间的

相对位移关系,建立第i个减速钢球动力学微分

方程:

　

m２ (ẍ２i ＋２ω２y􀅰２i －ω２
２x２i)－(kDδDi ＋kBδBi －

kAδAi －kCδCi)cosβsinΦ４i ＝０

m２(ÿ２i －２ω２x􀅰２i －ω２
２y２i)＋(kDδDi ＋kBδBi －

kAδAi －kCδCi)cosβcosΦ４i ＝０

ü

þ

ý

ï
ïï

ï
ï

(２)

式中,ω２ 为减速钢球转速.

由中心盘与输入轴、减速钢球之间的位移关

系,建立中心盘动力学微分方程:
m１ (ẍ１ ＋２ωry􀅰１ －ω２

rx１)＋k１xx１ －k０１x(x０ －x１)＋

β∑
Z２

i＝１

(kDδDi －kCδCi)sinΦ３i ＝０

J１ü１ ＋k１uu１ ＋Z３ecosβ∑
Z２

i＝１

(kDδDi －kCδCi)sinΦ３i ＝０

m１(ÿ１ －２ωrx􀅰１ －ω２
ry１)＋k１yy１ －k０１y(y０ －y１)－

β∑
Z２

i＝１

(kDδDi －kCδCi)cosΦ３i ＝０

ü

þ

ý

ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï

(３)

式中,k１x、k１y 分别为x 轴、y轴方向支承刚度;k１u 为扭转

刚度.

由行星盘与输入轴、减速钢球、等速钢球之间

的相对位移关系,建立行星盘动力学微分方程:

J３ü３ ＋Z３ecosβ∑
Z２

i＝１

(kBδBi －kAδAi)sinΦ３i －

Rw∑
Z４

j＝１

(kdAδdAjcosβ１－kdBδdBjcosβ２)sinφj ＝０

m３ (ẍ３＋２ωry􀅰３－ω２
rx３)－k０３x(x０－２eu０－x３)＋

cosβ∑
Z２

i＝１

(kBδBi －kAδAi)sinΦ３i ＝０

m３(ÿ３ －２ωrx􀅰３ －ω２
ry３)－cosβ􀅰

∑
Z２

i＝１

(kBδBi －kAδAi)cosΦ３i －k０３y(y０ －y３)－

∑
Z４

j＝１

(kdAδdAjcosβ１ －kdBδdBjcosβ２)＝０

ü

þ

ý

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

(４)

由第j 个等速钢球与输出轴、行星盘之间的

相对位移关系,建立第j 个等速钢球的动力学微

分方程:

m４(ÿ４j －ω２
cy４j)－kdBδdBjcosβ２ －kdDδdDjcosβ１ ＋

　　　　kdAδdAjcosβ１ ＋kdCδdCjcosβ２ ＝０ (５)

由输出盘与等速钢球之间的相对位移关系,
建立输出盘动力学微分方程:

m５(ÿ５ －２ωrx􀅰５ －ω２
ry５)＋k５yy５ ＋

∑
Z４

j＝１

(kdDδdDjcosβ１ －kdCδdCjcosβ２)＝０

J５ü５ ＋Rw∑
Z４

j＝１

(kdDδdDjcosβ１ －

　　kdCδdCjcosβ２)sinφj ＝ －Tc

ü

þ

ý

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

(６)

式中,Tc 输出轴转矩;k５y 为y 轴方向支承刚度.

１．４　 系统动力学微分方程

输入轴转速ωr 与减速钢球转速ω２ 较小,将
动力学微分方程中略去与ωr、ω２ 有关的项,并由

式(１)~ 式(６)得简化后的动力学微分方程:
Mq̈＋Kq＝０ (７)

q＝ [q０ q１ q２ q３ q４ q５]T

q０ ＝ [x０ y０ u０]

q１ ＝ [x１ y１ u１]

q２ ＝ [q２１ q２２ 􀆺 q２Z２]

q２i ＝ [x２i y２i]

i＝１,２,􀆺,２Z２

q３ ＝ [x３ y３ u３]

q４ ＝ [y４１ y４２ 􀆺 y４Z４]

q５ ＝ [y５ u５]

M ＝diag[M０,M１,M２,M３,M４,M５]

M０ ＝diag(m０,m０,J０)　　 M１ ＝ (m１,m１,J１)

M３ ＝diag(m３,m３,J３)　　M５ ＝diag(m５,J５)

K ＝

A１ A２ A３ ０

AΤ
２ A４ A５ ０

AΤ
３ AΤ

５ A６ A７

０ ０ AΤ
７ A８

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

A１ ＝
K１１ ０ －２ek０３x －k０１x ０ ０

０ K２２ ０ ０ －k０１y ０

－２ek０３x ０ ４e２k０３x ０ ０ ０

－k０１x ０ ０ K４４ K４５ K４６

０ －k０１y ０ K４５ K５５ K５６

０ ０ ０ K４６ K５６ K６６

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

K１１ ＝k０１x ＋k０３x 　　K２２ ＝k０１y ＋k０３y

K４４ ＝k１x ＋k０１x ＋(kC ＋kD )cos２β∑
Z２

i＝１
sin２Φ３i

K４５ ＝ －(kC ＋kD )cos２β∑
Z２

i＝１
sinΦ３icosΦ３i

K４６ ＝Z３e(kC ＋kD )cos２β∑
Z２

i＝１
sin２Φ３i

K５５ ＝k１y ＋k０１y ＋(kC ＋kD )cos２β∑
Z２

i＝１
cos２Φ３i

K５６ ＝ －Z３e(kC ＋kD )cos２β∑
Z２

i＝１
sinΦ３icosΦ３i
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K６６ ＝k１u ＋(kC ＋kD )(Z３ecosβ)２∑
Z２

i＝１
sin２Φ３i

A２ ＝
０ ０ ０ ０ 􀆺 ０ ０
０ ０ ０ ０ 􀆺 ０ ０
０ ０ ０ ０ 􀆺 ０ ０

K４x１ K４y１ K４x２ K４y２ 􀆺 K４xZ２ K４yZ２

K５x１ K５y１ K５x２ K５y２ 􀆺 K５xZ２ K５yZ２

K６x１ K６y１ K６x２ K６y２ 􀆺 K６xZ２ K６yZ２

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

K４xi ＝ －(kC ＋kD )cos２βsinΦ３isinΦ４i

K４yi ＝ (kC ＋kD )cos２βsinΦ３icosΦ４i

K５xi ＝ (kC ＋kD )cos２βcosΦ３isinΦ４i

K５yi ＝ －(kC ＋kD )cos２βcosΦ３icosΦ４i

K６xi ＝ －(kC ＋kD )Z３ecos２βsinΦ３isinΦ４i

K６yi ＝ (kC ＋kD )Z３ecos２βsinΦ３icosΦ４i

i＝１,２,􀆺,Z２

A３ ＝

－k０３x ０ ２ek０３x ０ ０ ０

０ －k０３y ０ ０ ０ ０

０ ０ ０ ０ ０ ０

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

T

A４ ＝diag[K１,K２,􀆺,KZ２
]

Ki ＝
K７xi K７yi

K７yi K８yi

é

ë
êê

ù

û
úú

K７xi ＝ (kA ＋kB ＋kC ＋kD )(cosβsinΦ４i)２

K７yi ＝ －(kA ＋kB ＋kC ＋kD )cos２βsinΦ４icosΦ４i

K８yi ＝ (kA ＋kB ＋kC ＋kD )(cosβcosΦ４i)２

A５ ＝ [K′１ K′２ 􀆺 K′Z２]T

K′i＝
K(２i＋５)７ K(２i＋５)８ K(２i＋５)９

K(２i＋６)７ K(２i＋６)８ K(２i＋６)９

é

ë
êê

ù

û
úú

K(２i＋５)７ ＝ －(kA ＋kB)cos２βsinΦ４isinΦ３i

K(２i＋５)８ ＝ (kA ＋kB)cos２βsinΦ４icosΦ３i

K(２i＋５)９ ＝ －Z３e(kA ＋kB)cos２βsinΦ４isinΦ３i

K(２i＋６)７ ＝ (kA ＋kB)cos２βsinΦ３icosΦ４i

K(２i＋６)８ ＝ －(kA ＋kB)cos２βcosΦ３icosΦ４i

K(２i＋６)９ ＝Z３e(kA ＋kB)cos２βcosΦ４isinΦ３i

A６ ＝

K３３ K３４ K３５

K３４ K９９ K９１

K３５ K９１ K００

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

K３４ ＝ －(kA ＋kB)cos２β∑
Z２

i＝１
sinΦ３icosΦ３i

K３５ ＝Z３e(kA ＋kB)cos２β∑
Z２

i＝１
sin２Φ３i

K９９ ＝k０３y ＋(kA ＋kB)cos２β∑
Z２

i＝１
cos２Φ３i ＋

∑
Z４

j＝１

(kdA cos２β１ ＋kdBcos２β２)

K９１ ＝ －Z３e(kA ＋kB)cos２β∑
Z２

i＝１
cosΦ３isinΦ３i ＋

Rw(kdA cos２β１ ＋kdBcos２β２)∑
Z４

j＝１
sinφj

K００ ＝ (kA ＋kB)(Z３ecosβ)２∑
Z２

i＝１
sin２Φ３i ＋

R２
w(kdA cos２β１ ＋kdBcos２β２)∑

Z４

j＝１
sin２φj

K３３ ＝k０３x ＋(kA ＋kB)cos２β∑
Z２

i＝１
sinΦ２

３i

A７ ＝

０ ０ 􀆺 ０ ０ ０
Ky１１ Ky１２ 􀆺 Ky１Z４ ０ ０

Ky２１ Ky２２ 􀆺 Ky２Z４ ０ ０

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

Ky１t ＝ －kdAcosβ２
１ －kdBcosβ２

２

Ky２t ＝ －(kdAcosβ２
１ ＋kdBcosβ２

２)Rwsinφt

t＝１,２,􀆺,Z４

A８ ＝
A８１ A８２

A８３ A８４

é

ë
êê

ù

û
úú

A８１ ＝diag(K４１１,K４２２,􀆺,K４Z４Z４
)

AT
８２ ＝A８３ ＝

Ky１ Ky２ 􀆺 KyZ４

K４u１ K４u２ 􀆺 K４uZ４

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

A８４ ＝
Ky５ K５u

K５u Ku

é

ë
êê

ù

û
úú

K４jj ＝ (kdA ＋kdD )cos２β１ ＋(kdB ＋kdC)cos２β２

Kyj ＝ －(kdD cos２β１ ＋kdCcos２β２)

K４uj ＝ －(kdDcos２β１ ＋kdCcos２β２)Rwsinφj

j＝１,２,􀆺,Z４

Ky５ ＝k５y ＋∑
Z４

j＝１

(kdD cos２β１ ＋kdCcos２β２)

Ku ＝ (kdDcos２β１ ＋kdCcos２β２)R２
w∑

Z４

j＝１
sin２φj

K５u ＝Rw(kdDcos２β１ ＋kdCcos２β２)∑
Z４

j＝１
sinφj

式中,M２ 为元素是m２ 的２Z２ 阶对角阵;M４ 为元素是m４

的Z４ 阶对角阵.

刚度矩阵K 为１１＋２Z２ ＋Z４ 维的对称阵,

q为系统的广义坐标列阵,质 量 矩 阵 M 为 对

角阵.
动力学方程对应的特征方程为

(K－ω２
hM)φh ＝０ (８)

h＝x０,y０,u０,x１,y１,u１,x２１,y２１,x２２,y２２,􀆺,x２(Z２－１),

y２(Z２－１),x２Z２
,y２Z２

,x３,y３,u３,x４１,y４１,x４２,y４２,􀆺,

x４(Z４－１),y４(Z４－１),x４Z４
,y４Z４

,y５,u５

式中,ωh 为系统h阶固有频率;φh 为阵型矢量.

２　 固有特性分析

２．１　 结果求解与分析

动力学微分方程中的刚度系数如下:kA ＝
８．１５×１０６ N/m,kB ＝８．７３×１０６ N/m,kC ＝kD ＝
kdA ＝kdD ＝７．９０×１０６ N/m,kdB ＝kdC ＝１．９０×
１０６ N/m,k０１x ＝k０１y ＝k１x ＝k１y ＝k５y ＝６×
１０７ N/m,k０３x ＝k０３y ＝７×１０７ N/m,k１u ＝６×
１０５ N􀅰m/rad. 样机参数取值参见表１.
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表１　 计算参数

参数 输入轴 中心盘
减速

钢球
行星盘

等速

钢球
输出轴

钢球数 １０ ６
m(g) ６６．４ １２７ ７．６４ ９６．４ ８．６ １１１

J(kg􀅰mm２) １．２０ ３０．０ １０．６ ０ １０．８
r(mm) ２．０ １０ １．５ １２ ２ １２

　　 将刚度系数与表１中的参数代入式(８),求得

各阶固有频率,将各阶固有频率代入式(８),获得

模态振型坐标.将获得的固有频率从小到大依次

排列,设为ω１ ~ω１７,各阶固有频率如表２所示,
表中,M 为重根数.机构减速啮合副与等速啮合

副部分振动模态分别如图４、图５所示.
表２　 固有频率

模态振型 固有频率(rad/s) M

系统全振动模态

ω３ ＝１３８４３ １
ω４ ＝１４４５２ １
ω５ ＝２３８６３ １
ω７ ＝３５８２４ １
ω８ ＝４０１３９ １
ω９ ＝４３９０７ １
ω１１ ＝４７２５３ １
ω１５ ＝７１６３２ １

输出轴

静止振

动模态

等速钢球直线振动 ω６ ＝３３６７９ ４
减速钢球平移振动 ω１２ ＝４９１７６ ８
等速钢球静止振动 ω１７ ＝１４２３４０ １

输出轴

扭转振

动模态

输入轴扭转振动

输出轴扭转振动

ω１ ＝０ １１
ω２ ＝８７７４ １
ω１０ ＝４６７２１ １
ω１３ ＝５９４５９ １
ω１４ ＝６５４７７ １
ω１６ ＝７６５８３ １

　　 由表２及模态振型可以得到如下规律:
(１)由表２可知,自由振动固有频率总数为

３７,由１个固有频率为０的１１重根、１个固有频率

为３３６７９rad/s 的 ４ 重 根、１ 个 固 有 频 率 为

４９１７６rad/s的８重根、１４个单根组成,固有频率

为０的重根个数与输入轴、中心盘、行星盘及输出

轴的自由度个数相等.
(２)自由振动主要为三种模态:系统全振动

模态、输出轴静止振动模态、输出轴扭转振动模

态.输出轴静止振动模态可分为减速钢球平移振

动、等速钢球直线振动与等速钢球静止振动.减

速钢球平移振动与等速钢球直线振动对应的固有

频率均存在重根,重根数分别为８和４.
(３)每个单根固有频率对应一种振型.在系

统全振动模态对应的振型中,输入轴、中心盘、行
星盘与输出轴均存在平移和扭转振动,减速钢球

为平移振动,等速钢球为直线振动.
(４)输出轴扭转振动中,输出轴无直线振动;

输入轴扭转振动中,输入轴无平移振动.

(a)ω３ ＝１３８４３rad/s

(b)ω１４ ＝６５４７７rad/s

(c)ω６ ＝３３６７９rad/s

图４　 减速啮合副模态振型
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(a)ω３ ＝１３８４３rad/s

(b)ω１４ ＝６５４７７rad/s

(c)ω１２ ＝４９１７６rad/s
图５　 等速啮合副模态振型

(５)减速钢球平移振动模态中,只存在减速钢球

平移振动;等速钢球直线振动中,只存在等速钢球

直线振动;等速钢球静止振动模态中,等速钢球无

振动.
将文献[６]中所建模型称为简化模型,在该

模型基础上求解得到的固有频率阶数较少且均为

单根,仅存在系统全振动模态.该简化模型与新

模型相比,固有频率与主振型的研究结果存在较

大差异.

２．２　 参数对固有频率的影响分析

改变系统部分参数值,分析参数变化对系统

固有频率的影响.对参数进行分析时,选取短幅

系数K、滚圆半径r０、行星盘支撑刚度系数k０３x

和k０３y 为自变量,通过数值计算得到固有频率随

参数变化的曲线.选取系统全振动模态与输出轴

扭转振动模态对应的固有频率进行分析.
系统全振动模态固有频率变化如图６所示.

固有频率ω３ 与ω４ 随K、r０ 的增大而增加.r０ ＞
４mm时,ω３ 曲线斜率发生较大变化;r０ ＞５mm
时,ω４ 曲线斜率发生较大变化.k０３x 对ω３ 与k０３y

对ω４ 产生较小影响,k０３x 对ω４ 及k０３y 对ω３ 不产

生影响.

图６　 参数对ω３ 与ω４ 的影响

输出轴扭转振动模态固有频率变化如图７所

示.ω１３ 随K、r０、k０３x 增加而增大,ω１４ 随K、k０３x

增加而增大.r０ 增加时,ω１４ 先减小后增加,存在

最小值.k０３y ＜３×１０７ N/m时,ω１４ 随k０３y 增大

而增大;k０３y ＝３×１０７ N/m 时,发生模态跃迁;

k０３y ＞３×１０７ N/m 时,ω１４ 为定值.

图７　 参数对ω１３ 与ω１４ 的影响

减速钢球数目变化时,系统固有频率单根数

与ω６ 重根数不发生变化,ω１ 与ω１２ 重根数发生变

化(变化量均与Z２ 变化量相同).如图８所示,

ω３、ω４ 与ω１３ 随Z２ 增加而增大,ω１４ 随Z２ 增加而

减小.
短幅系数K 与支承刚度变大,有助于提高系

统的固有频率,使系统远离振动频率产生的影响;
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图８　Z２ 对固有频率的影响

r０ 与Z２ 的变化对固有频率的影响具有不确定性;
支承刚度变化时,固有频率会出现模态跃迁,工程

设计应避开此类参数敏感点.传动比i与减速钢

球数Z２ 之间的关系为i＝(Z２＋１)/２,则不同传动

比对摆线钢球行星传动固有频率的影响具有不确

定性.
将简化模型与新模型研究结果进行对比可

知,同一参数的变化对不同模型中固有频率产生

的影响不同.简化模型中,支承刚度、传动比与偏

心距均主要影响高阶固有频率,固有频率值随参

数值增加而变大.

３　 样机试验

在大多数情况下,系统的基频稳态响应占据

主导地位,工程实际中最关注系统的基频稳态响

应[１１].因此,采用SZCJ锤击法振动测试系统对

摆线钢球行星传动系统固有频率进行测试,采样

频率为２０kHz.本实验采用京仪北方测振分公

司LC􀆼１型力锤、BZ１１２４􀆼１０３加速度传感器、

DHF􀆼８ 型 多 通 道 电 荷 放 大 器 和 LMS Test．
Lab９A版数据分析软件.

对传动机构进行悬挂测试,测点为输出端面

(间隙调解机构处),采用固定响应点、移动敲击点

的测试方法,选取外壳表面圆柱面和行星盘端面

为激励点.测试过程中得到的每一条曲线均为单

次敲击所测试的结果,振动测试曲线如图９所示,
线频率对比如表３所示.角频率ωi(rad/s)与线

频率fi(Hz)之间的转换关系为fi＝ωi/(２π).

　　 由于只在一点敲击(激励),敲击能量分布不

均匀,因此测试结果中均在较高阶固有频率处出现

了“漏频”现象.对比表３中固有频率的测试值与

理论计算值可知,敲击大圆柱面中间敲击点时,“漏
频”现象出现在固有频率f１０ 处,绝对误差最大值

５３０Hz出现在f１３ 处,其余误差相对较小;敲击小

圆柱面中间敲击点时,“漏频”现象出现在固有频率

f１２ 处,绝对误差最大值４４６Hz出现在f１３ 处,相对

误差最大值７．３％ 出现在f４ 处,其余误差相对较

小;敲击中心盘端面敲击点时,“漏频”现象出现

(a)大圆柱面中间敲击点

(b)小圆柱面中间敲击点

(c)中心盘端面敲击点

图９　 振动测试频率曲线

表３　 频率的理论计算值与测试值 Hz
理论

计算

大圆柱面

敲击点

小圆柱面

敲击点

中心盘端面

敲击点

f２ １３９６ １２９６ １３６７ １２９１
f３ ２２０３ ２０９５ ２１８３ ２２５１
f４ ２３００ ２３５１ ２４６７ ２５３３
f５ ３７９８ ３６４７ ３７６７ ３７６８
f６ ５３６０ ５０６７ ５２３６ ５１８３
f７ ５７０２ ５８６７ ５５９８ ５６６７
f８ ６３８８ ６１３３ ６３６７ ６３１７
f９ ６９８８ ６９６７ ６７６８ －
f１０ ７４３６ － ７２５２ －
f１１ ７５２１ ７５５２ ７６６７ ７５８３
f１２ ７８２６ ８０３３ － －
f１３ ９４６３ ８９３３ ９０１７ ９６００

在固有频率f９、f１０ 和f１２ 处,相对误差最大值

７．５％ 出现在f２ 处,其余误差相对较小.在对机

构不同点进行敲击时,固有频率理论计算结果与

测试结果之间误差较小,从而验证理论推导的正

确性.
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４　 结论

(１)在摆线钢球行星传动平移 扭转耦合动

力学模型基础上建立的动力学微分方程能够较全

面地揭示摆线钢球行星传动的固有特性,自由振

动除有系统全振动模态之外,还有输出轴静止振

动模态、输出轴扭转振动模态.
(２)减速钢球数变化时,固有频率单根数目

不发生变化,部分重根数增加,传动比变化对固有

频率的影响具有不确定性,输出轴支承刚度变化

对固有频率产生较大影响.
(３)对摆线钢球行星传动不同点进行敲击时

得到的试验结果之间存在较小误差,固有频率理

论计算结果与测试结果之间存在较小误差,验证

了考虑活齿及啮合副无隙啮合的平移 扭转耦合

动力学模型理论推导的正确性.
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