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摘要:将一般过约束并联机构定义的过约束称为被动过约束,冗余驱动并联机构引入的过约束称为

主动过约束,进而将过约束并联机构分为被动过约束并联机构、主动过约束并联机构和冗余驱动过约束

并联机构。详细地描述了被动过约束并联机构和冗余驱动并联机构受力分析的国内外研究现状,提出

了一种过约束并联机构受力分析的方法。该方法定义了分支约束力螺旋系刚度矩阵,考虑连杆及驱动

器的弹性变形,推导得到了约束力螺旋系幅值的一般解析表达式。该方法适用于一般的过约束并联机

构的受力分析,通用性较强。
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0暋引言

近年来,并联机器人已成为制造业的研究热

点之一,已有多种实用化的并联机器人被研制出

来,应用领域涉及机床、机器人、翻转定位装置、医
疗器械、娱乐设施等方面[1]。

过约束并联机构的定义是,若干可动连接(支
路)对动平台施加各种约束中的某些约束可能与

其他的约束对机构产生的制约相重复的并联机

构[2],或者是含有公共约束或冗余约束的并联机

构[3飊4]。这里定义的过约束我们称之为被动过约

束。一般情况下,过约束并联机构具有刚度高和

承载能力大的优点,可在重载工况下发挥重要的

作用。如德国西马克梅尔公司生产的一种典型重

载锻造操作机的悬挂机构就采用了平行4 SS过

约束并联机构,其夹持锻件的能力得到了很大的

提高,目前新开发的并联机床 XT700的本体为

2UPR+SPR过约束三自由度并联机构[5],国内

外一些学者开发的大量程六维力传感器也采用了

过约束并联结构n SS(n曒7)[6飊7]。此外,比较常

见的平面连杆机构大多为过约束机构,3 RRR
三自由度和5R二自由度等球面并联机构[8]以及

Orthoglide等[9]开发的三自由度平移并联机构也

均为过约束并联机构(S表示球铰,U 表示虎克

铰,P表示移动副,R表示转动副)。
目前,国际上的一个研究热点是冗余驱动并

联机构,由于其主动输入数目大于其自由度数,导
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致了过约束的产生,我们称这种过约束为主动过

约束。驱动冗余的引入在避免奇异位形及扩大工

作空间[10]、消除运动副间隙[11]、提高机器的刚度

及驱 动 平 稳 性[12飊13],尤 其 在 提 高 承 载 能 力 方

面[14飊15]发挥了非常重要的作用,如世界上几种典

型的重载锻造操作机[16飊17],还有其他重型机械[18]

等均利用冗余驱动并联机构来提高其承载能力。

1暋过约束并联机构受力分析的国内外研

究现状

1.1暋被动过约束并联机构

由于被动过约束并联机构的受力分析属于静

不定问题,求解相当复杂,是目前国际上研究的热

点和难点。关于被动过约束并联机构受力分析方

面的研究,国内外相关文献还相当少,已有的文献

一般都仅对个别具体的机构进行研究,虽然获得

了一些研究成果,但尚未形成比较完整的具有普

遍性的研究方法。
刘善增等[19]、Li等[20]和胡波等[21]分别求解

了3 RRC(C表示圆柱副)三自由度、球面5R二

自由度和2RPU/UPU三自由度过约束并联机构

的驱动力,但由于未将结构约束力螺旋考虑在内,
所以并没有涉及静不定问题。董军等[22]和曾

励[23]对平面过约束机构进行了受力分析。周玉

林等[24]和张立杰等[25]利用小变形和叠加原理分

别对含过约束线矢力3 RRR三自由度、2 RRR/

RRS三自由度和5R二自由度球面并联机构展开

了分析。文献[6,7,26飊29]研究了每个分支只提

供单维轴向约束线矢力的过约束并联机构。文献

[30飊31]基于反螺旋理论,分别对含过约束线矢力

的4 R(CRR)对称四自由度并联机构和含过约

束力偶的4 UPU对称四自由度并联机构进行了

动力学分析。以上文献都只是针对某种特殊类型

的被动过约束并联机构进行了受力分析。

1.2暋主动过约束并联机构(冗余驱动并联机构)
由于冗余驱动并联机器人中驱动器的驱动力

大小是可以主动分配的,理论上驱动力的解有无

穷多个,故需要根据给定的优化目标对驱动力的

大小进行优化。

Zheng等[32]对两个机械手共同抓取一个物

体提出了两种驱动力分配算法,一种是以系统能

耗最小为目标,另一种则是作用在物体上的接触

力最小为目标。Gardner等[33]通过添加额外的约

束方程获得了步行机驱动力分配的封闭形式。

Nahon等[34]将多个手指抓取一个物体描述为冗

余驱动运动链,并应用带约束的二次规划来求解

驱动力矩,使手指输出力最小化。Tao等[35]以驱

动力矩的平方和最小为优化目标求解驱动力。邵

华等[36]以能耗最小为目标函数处理平面冗余并

联机构的驱动力分配问题。Merlet[37]分别基于

驱动器输出速度和驱动力矩最小化对驱动力进行

了优化。Zhao等[38]提出一种加权系数法来处理

多机械手抓取物体的驱动力分配问题,通过选取

适当加权系数矩阵达到关节驱动力矩优化的目

的。Nokleby等[14]以机构承载能力最大化为优

化目标对驱动力矩进行了优化。上述文献的研究

中,优化目标均没有将系统的弹性变形考虑在内,
而机器人在重载或高速运动情况下分支的驱动

器、连杆及铰链等的弹性变形不可小觑,特别是对

于冗余驱动并联机器人,变形过大且控制的数学

模型未包含这些变形,将会导致机器不能运作。

Gao等[39]考虑分支的变形求解了多足步行

机和多手臂机械手的接触力,但其接触力的性质

为点接触,使问题得到了简化。Kock等[40]将部

分构件考虑成柔性体,建立了一种平面二自由度

冗余驱动并联机构的动力学模型。除文献[39飊
40]之外,鲜有将系统弹性变形考虑在内对冗余驱

动并联机构进行驱动力分配的研究报道。

1.3暋冗余驱动过约束并联机构

另外,还有一类同时含有冗余驱动与过约束

的特殊并联机构,我们称之为冗余驱动过约束并

联机构,这类机构融合了被动过约束并联机构与

冗余驱动并联机构两者的特点,具有很好的应用

前景。事实上,很多国内外学者研究的冗余驱动

平面并联机构大多为冗余驱动过约束并联机构,
如2 RRR+RR二自由度并联机构[41]、4 RRR
三自由度并联机构[42]等,张立杰等[43]提出的2
RRR/RR二自由度球面机构也是冗余驱动过约

束并联机构,但是他们并没有对这些机构的过约

束进行分析,而只从冗余驱动的角度进行分析。
除了这些冗余驱动平面并联机构,国内外基本上

没有报道其他的冗余驱动过约束并联机构。

2暋一种过约束并联机构受力分析的方法

2.1暋被动过约束并联机构

2.1.1暋约束力螺旋分析

同一分支中除与驱动运动副的运动螺旋外的

其他所有运动螺旋互易积都等于零的力螺旋,称
为该驱动副的驱动力螺旋[44]。从物理意义上讲,
驱动力螺旋是由分支驱动副施加给动平台的一个

约束力螺旋。特别需要注意的是,本文所研究的

约束力螺旋与驱动力螺旋均特指纯约束线矢力或
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纯约束力偶。
图1所示的3 PRRR正交三自由度移动过

约束并联机构[9]的3个分支正交分布,分支中的

移动副为驱动副。每个分支施加给动平台2个垂

直于所在分支转动副轴线的约束力偶,所以动平

台共受到6个约束力偶作用。显然这6个约束力

偶是线性相关的,其最大线性无关数为3,限制了

动平台的3个转动自由度。此外,每一分支施加

给动平台一个驱动线矢力,该驱动线矢力通过所

在分支末端且平行于所在分支的转动副轴线。

图1暋3 PRRR正交三自由度移动并联机构

图2所示的7 SS过约束六维力传感器并联

机构[7]由7个SS分支组成,每个分支施加给动平

台沿分支轴线方向的约束线矢力作用,动平台共

受到7个约束线矢力作用。这7个约束线矢力是

线性相关的,其最大线性无关数为6,限制了动平

台所有的自由度。

图2暋7 SS过约束六维力传感器并联机构

图3所示的5R球面二自由度过约束并联机

构[45]由RR分支和 RRR分支2个分支组成,RR
分支2条转动副轴线正交于一定点O,RRR分支

3个转动副也正交于定点O。其中,RRR分支施

加给动平台3个线性无关的约束线矢力作用,分

别表示为$r,1、$r,2、$r,3;RR分支施加给动平台

3个线性无关的约束线矢力和1个垂直所在分支

两个转动副轴线的约束力偶作用,分别表示为

$r,4、$r,5、$r,6 与$r,7。可以发现,6个约束线矢

力是线性相关的,其最大线性无关数为3,限制了

动平台的3个移动自由度。约束力偶$r,7 与其他

6个约束线矢力是独立的,限制了动平台1个垂直

RR分支2个转动副轴线的转动自由度。

图3暋5R球面二自由度并联机构

图4所示的三自由度Tripod并联机构[5]由2
个 UPR分支和1个SPR分支组成,其中 UPR分

支依次用 U 副、P副和 R 副连接定平台与动平

台,SPR分支依次用S副、P副和 R 副连接定平

台和动平台。其中,UPR 分支的 R 副轴线与 U
副靠近动平台的转动轴线平行,P副轴线垂直于

R副轴线。2个 UPR分支的转动副轴线相互平

行。SPR分支连接动平台的R副轴线与 UPR分

支连接动平台的 R 副轴线垂直。定平台SU1U2

为等腰三角形,底边为U1U2;动平台R1R2R3 也为

等腰三角形,底边为R1R2。在初始位置,R1、R2、

U1、U2 在同一平面内,且该平面与定平台SU1U2

和动平台R1R2R3 垂直,如图4所示。

图4暋 三自由度Tripod并联机构

经分析,SPR分支施加给动平台的1个通过

球副中心S点且平行于SPR分支转动副轴线的约

束力线矢力$ r,1,每个 UPR分支施加给动平台

1个 通过U副中心且平行于所在分支转动副轴线

的约束线矢力和1个垂直于U副两条轴线的约束

力偶,分别为$r,2、$r,3、$r,4、$r,5。 可以发现,

$r,2、$r,3、$r,4 和$r,5 是线性相关的,其最大线

性无关数为2,限制了动平台1个平行 UPR分支
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转动副轴线的移动自由度和1个垂直于 UPR分

支 U 副平面的转动自由度。$r,1与 $r,2、$r,3、

$r,4 及$r,5是独立的,限制了动平台1个平行于

SPR分支转动副轴线的移动自由度。

2.1.2暋 分支约束力螺旋系刚度矩阵求解

冗余约束使得过约束并联机构受力分析问题

转变为静不定问题,所以需要考虑各支撑分支的

结构刚度。
假设动平台是刚性的且不考虑运动副的弹性

变形,而主要考虑支撑分支连杆的弯曲、拉伸和扭

转变形。支撑分支的约束力螺旋系(包括驱动力

螺旋)幅值与在该约束力螺旋系作用下分支末端

产生的在各约束力螺旋轴线方向的弹性变形之间

的映射矩阵为该支撑分支的约束力螺旋系刚度矩

阵。求解分支约束力螺旋系刚度矩阵的具体步骤

如下:
(1)依据力递推法,求解支撑分支在其约束

力螺旋系作用下所有运动副的约束反力。
(2)利用材料力学基础知识,从支撑分支末

端到基座依次求解各连杆在运动副约束反力作用

下连杆末端的变形。
(3)将支撑分支各连杆的变形叠加即可得到

分支末端产生的总弹性变形,分支约束力螺旋系

幅值大小与该弹性变形在分支各约束力螺旋轴线

方向的投影大小之间的映射矩阵即为该支撑分支

的约束力螺旋系刚度矩阵。
如上所述的3 PRRR正交三自由度移动过

约束并联机构,设分支施加给动平台的约束力偶

$r,i 的幅值用fi(i=1,2,…,6)表示,驱动力螺旋

$a,i 的幅值用wj(j=1,2,3)表示,分支j末端在

所在分支2个约束力偶和1个驱动力线矢作用下

沿力偶轴线方向的转角变形和沿驱动线矢力轴线

方向的挠度分别表示为氉jx、氉jz、毮jy,则根据上述

步骤可得

[f1 f2 w1]T =K1[氉1x 氉1z 毮1y]T

[f3 f4 w2]T =K2[氉2x 氉2z 毮2y]T

[f5 f6 w3]T =K3[氉3x 氉3z 毮3y]

ü

þ

ý
ïï

ïïT

(1)

其中,K1、K2、K3 分别为分支1、分支2和分支3的

约束力螺旋系刚度矩阵,与分支连杆的材料及结

构有关。

2.1.3暋 约束力螺旋系幅值求解

假设各支撑分支的质量可忽略,且所有的运

动副是无摩擦的,则根据动平台的受力平衡,可得

$F = [$r,1 $r,2 $a,1 $r,3 $r,4

$a,2 $r,5 $r,6 $a,3]f=GF
ff (2)

f= [f1 f2 w1 f3 f4 w2 f5 f6 w3]T

其中,GF
f 为6暳9矩阵;$F 表示作用在动平台上的

外力螺旋。
根据式(2),各分支在约束力螺旋作用下其末

端产生的沿各约束力螺旋轴线方向的弹性变形矢

量[氉jx 氉jz 毮jy]T 也可表示为

暋

[氉1x 氉1z 毮1y]T =

暋暋[$r,1 $r,2 $a,1]TD=JT
1D

[氉2x 氉2z 毮2y]T =

暋暋[$r,3 $r,4 $a,2]TD=JT
2D

[氉3x 氉3z 毮3y]T =

暋暋[$r,5 $r,6 $a,3]TD=JT
3

ü

þ

ý

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ïD

(3)

J1 = [$r,1 $r,2 $a,1]

J2 = [$r,3 $r,4 $a,2]

J3 = [$r,5 $r,6 $a,3]
式中,D 为动平台在外力螺旋作用下产生的微位移。

将式(1)和式(3)代入式(2)可得

$F=J1K1JT
1D+J2K2JT

2D+J3K3JT
3D=KD (4)

K=J1K1JT
1 +J2K2JT

2 +J3K3JT
3

式(4)左右两边均左乘以K-1 可得

D=K-1$F (5)

将式(3)和式(5)代入式(1)可得各支撑分支

过约束力螺旋系幅值的一般解析表达式:
[f1 f2 w1]T =K1JT

1K-1$F

[f3 f4 w2]T =K2JT
2K-1$F

[f5 f6 w3]T =K3JT
3K-1$

ü

þ

ý

ïï

ïï
F

(6)

2.2暋 主动过约束并联机构(冗余驱动并联机构)

2.2.1暋 驱动力与约束力螺旋分析

冗余驱动并联机构与被动过约束并联机构的

主要区别在于冗余驱动并联机构的驱动力可自由

分配,而当驱动力分配考虑系统弹性变形时,需要

满足变形协调方程,此时则与被动过约束并联机

构的情况是一致的。
图5所示的锻造操作机机构2SPS/R[17]由动

平台、2个SPS驱动分支、1个只含转动副的约束

分支及基座组成。显然该锻造操作机机构只有1
个绕转动副轴线的转动自由度,所以该锻造操作

机机构为冗余驱动并联机构。经分析,约束分支

R施加给动平台3个通过转动副中心且线性无关

的约束线矢力和2个垂直与转动副轴线的约束力

偶,分别表示为$r,1、$r,2、$r,3、$r,4、$r,5。每个

SPS驱动分支施加给动平台1个通过分支轴线的

驱动线矢力,分别表示为$a,1、$a,2。
如图6所示的5UPS/PRPU 五自由度冗余

驱动并联机床[46],定平台通过5个结构完全相同

的 UPS分支以及1个PRPU 分支与动平台相连

接,中间的 PRPU 分支为约束支链,其中与定平

台连接的P副与转动副轴线平行,转动副轴线与
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图5暋冗余驱动锻造操作机机构2SPS+R

U副靠近定平台的轴线平行,中间P副轴线垂直

于R副轴线。通过控制5个 UPS分支中移动副

的伸缩和PRPU 分支中第1个移动副在导轨上

的移动来实现动平台位姿的改变。

图6暋5UPS/PRPU五自由度冗余驱动并联机床

经分析,PRPU分支施加给动平台1个垂直

于 U 副两条轴线的约束力偶,表示为$r,1,它限

制了动平台的1个转动自由度,而该机床的驱动

器数目为6,故存在驱动冗余。每个 UPS驱动分

支施加给动平台1个通过分支轴线的驱动线矢

力,分别表示为$a,1、$a,2、$a,3、$a,4、$a,5,PRPU
分支驱动P副施加给动平台1个通过U副中心且

平行于转动副轴线的驱动线矢力,表示为$a,6。

2.2.2暋 驱动力求解

与被动过约束并联机构相比,求解冗余驱动

并联机构的分支约束力螺旋系刚度矩阵时,除了

考虑支撑分支连杆的弯曲、拉伸和扭转变形外,还
需要考虑驱动器的弹性变形。 如,5UPS/PRPU
五自由度冗余驱动并联机床的U1P1S1 驱动分支

在驱动力螺旋 $a,1 作用下,其末端变形不仅与

U1P1 连杆和P1S1 连杆的拉压刚度有关,还与驱

动器在其轴向的刚度有关。同理,PRPU 分支在

驱动力螺旋$a,6 作用下,其末端变形不仅与RP7

连杆和P7U6 连杆的弯曲刚度有关,也与驱动器

在其轴向的刚度有关。

求得驱动力螺旋幅值w 后,驱动力或力矩的

大小氂可由下式[14] 求得:
氂=$^ 牣$^ a·w (7)

其中,$^ 为驱动副的单位运动螺旋,$^ a 为驱动副

的单位驱动力螺旋,“牣暠为互易积运算符号。
冗余驱动过约束并联机构综合了被动过约束

并联机构和冗余驱动并联机构各自的特点,既有

主动过约束又有被动过约束,其受力分析需要综

合上述两者的分析,限于篇幅,不再赘述。
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