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复杂形态孔洞的网格模型修复
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摘要:为了满足实际工程应用对复杂形态孔洞修复的需要,模拟拉链闭合原理,并基于局部最优化

的权值规则和曲面最小能量值特性的k阶离散欧拉 拉格朗日方程,提出了一种具有 C0~C2 连续的网

格模型修复架构。实验结果表明,该孔洞修复架构能有效地对复杂孔洞边界进行C0~C2 连续修复。
关键词:三角网格;孔洞修复;复杂孔洞剖分;孔洞修补

中图分类号:TP391.72;R783.4暋暋暋暋暋暋DOI:10.3969/j.issn.1004 132X.2015.12.019

MeshModelRestorationforComplexHoles
YuanTianran1暋ChengXiaosheng2暋SunQuanping1

1.KeyLabofAdvancedManufacturingTechnologyofJiangsuProvince,
HuaiyinInstituteofTechnology,Huaian,Jiangsu,223003

2.NanjingUniversityofAeronauticsandAstronautics,Nanjing,210016
Abstract:Inordertomeetthepracticalengineeringapplicationneedsofcomplexholerestoration,

thispaperproposedarobustmeshmodelrestorationarchitecturewithC0~C2continuitybasedonzip灢
perclosureprincipleandthekorderdiscreteEuler飊Lagrangeequationderivedfrom minimizerofthe
surfaceenergyfunctional.Thefinalexperimentalresultsshowthattheproposedholerestoration
methodcandealwithcomplexholesefficientlyandcorrectly.

Keywords:triangularmesh;holerestoration;complexholeboundarytriangulation;holerepairing

0暋引言

随着三维测量技术的发展,三角网格模型逐

渐成为最常用的几何模型表示形式,广泛应用于

计算机图形学、几何建模等领域。由于被测实体

表面复杂、局部形态缺失、测量设备受限制等原

因,有时无法直接测量获取模型表面的全部三维

数据,从而导致生成的网格模型出现孔洞。带有

孔洞的网格模型在很多应用领域会导致不良后

果,需要对模型孔洞按满足原始模型自然连续属

性的方法进行修复[1]。很多学者针对三角网格模

型的孔洞修复进行了研究,主要分为非几何方

收稿日期:2014 05 15

基金项目:国家自然科学基金资助项目(51075173);江苏省自然

科学基金资助项目(BK2010288)

法[2飊5]和几何方法[6飊11]:栙非几何方法主要根据模

型孔洞边界顶点及N 环邻域顶点的几何属性,构
造描述孔洞对应缺失区域的场函数[2]或隐式曲

面[3],并采用等值面抽取的方法进行网格化[4],生
成对应的修复曲面片。非几何方法生成的修复曲

面片具有唯一性,不能根据实际需要实现给定连

续性的模型修复,且算法的总体效率较低。栚几

何方法中比较具有代表性的是采用基于映射平

面[9]或者空间的网格化方法[7]对孔洞边界进行三

角化剖分,然后对三角化剖分网格进行细分、优
化[10]及Reshape调整得到均匀连续的修复曲面

片[8,12]。该类算法的关键是对孔洞边界的三角化

剖分和后续的Reshape处理。基于映射平面的剖

分方法在处理形状简单的孔洞边界时,具有较好

的效果,但在处理曲率变化剧烈、形态复杂的孔洞
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时,投影后产生的自相交使剖分结果出现剧烈“凹
陷暠。常用的空间三角化剖分方法[7]为 NPcom灢
plete问题,具有O(N3)的复杂度,不适合处理顶

点较多的模型边界。同时,现有的对修复曲面片

Reshape调整的方法通常基于径向基函数[6]、最
小化能量函数[13]和光顺算法[8,11]等,难以取得指

定连续性的修复结果,对复杂形态孔洞修复的效

果较差。
针对现有孔洞修复方法效率低、修复结果单

一、不能有效处理复杂形态孔洞的问题,本文深入

研究分析了在对孔洞边界进行空间三角化剖分时

的各种影响因素后,基于局部最优化的权值规则

和曲面最小能量值特性的k阶离散欧拉 拉格朗

日方程,提出了一种能有效地对复杂孔洞边界进

行Ck-1(k=1,2,3)连续的三角网格模型修复算

法。本文所提出的修复算法主要由封闭孔洞边界

的三角化剖分、剖分网格的细分优化以及后续的

Ck-1连续变形调整三个步骤组成。

1暋孔洞修复算法及其实现

1.1暋符号定义

对网格模型中的任意顶点vi,用NV,1(i)表示

顶点vi的一环邻域顶点集合,NT,1(i)表示顶点vi

的一环邻域三角形集合。旤NV,1(i)旤表示集合中

顶点的个数,旤NT,1(i)旤表示集合中三角形的个

数。NT,1(i)中的三角形在顶点vi 处对应的内角

称为vi 的邻接内角(图1中的Aj、Ak),定义A(vi)
为NT,1(i)在vi 处的邻接内角之和:

A(vi)= 暺
j暿NT,1(i)

Aj (1)

图1暋 尖锐棱角对应的初始边界

孔洞边界由BH ={vb
1,vb

2,…,vb
n}表示,vb

i 为

孔洞边界的顶点,ei,j 表示由顶点vb
i、vb

j 组成的边

界边,由边界BH 中前后相邻的3个顶点vb
i-1、vb

i、

vb
i+1 所组成三角形表示为 曶vb

i-1vb
ivb

i+1。定义权值

函数毟暶B3
H 曻L,三角形 曶vb

i-1vb
ivb

i+1 对应的权值

Li=毟(vb
i-1,vb

i,vb
i+1),Li 暿L,其中,L为三角形对

应的权值集合。
对网格模型进行孔洞修复时,相应符号定义

如下:孔洞边界三角化剖分生成的网格用 MC 表

示;MC 细分、优化后生成的网格用MRO 表示;MRO

进行Reshape调整后生成的最终修复网格用 MF

表示。

1.2暋孔洞边界的三角化剖分

对网格模型孔洞边界进行三角化剖分时,首
先计算三 角 形 曶vb

i-1vb
ivb

i+1 的 权 值 毟(vb
i-1,vb

i,

vb
i+1),然后,根据三角形权值的大小,迭代删除其

对应的空间多边形顶点,实现对孔洞边界的快速

网格化。孔洞边界三角化剖分的结果,对模型修

复效果起着至关重要的作用。权值函数应满足以

下条件。
(1)新增三角形后,待删除顶点及其一环邻

域顶点组成的多面体,应与周边网格近似连续过

渡,避免形成尖锐的棱角,使新增的网格表面出现

凸凹不平和褶皱。
(2)剖分过程中,应避免同一边界顶点包含

过多的邻接三角形,使剖分结果产生扭曲。
(3)生成的剖分网格中的边,应均匀地分布

在孔洞边界上。
因此,根据以上条件,权值函数毟(vb

i-1,vb
i,

vb
i+1)应根据孔洞边界顶点vi 的邻接内角之和

A(vi)、一环邻域三角形的个数旤NT,1(i)旤及新增

三角形的边长等因素综合决定。

1.2.1暋 顶点一环邻域内角因素

当顶点vi 为 网 格 模 型 内 部 任 意 顶 点 时,

A(vi)的大小表示网格模型在该点处的“平坦暠
度,A(vi)越大,当前顶点与其一环邻域顶点共面

度越大,网格模型内部的连续性越好;A(vi)较小

的顶点,在模型表面会形成粗糙的特征,不仅影响

后续的模型处理,而且对视觉效果有着不良影

响。A(vi)曋2毿时,顶点vi 的邻接内角 烐j暿
NT,1(i);Aj 曋毿 时,曲面的连续性发生剧烈变

化。因此应避免生成A(vi)较小及存在邻接内角

接近于毿的新增三角形。
经实验分析,当边界顶点vb

i 的邻接内角之和

A(vb
i)暿 (0,毩毿),毩接近1时,对孔洞边界进行剖

暋暋
(a)生成尖

锐棱角
(b)生成内角

近于毿的三角形

图2暋 新增三角形后生成的非“平坦暠情况

分,新增三角形曶vb
i-1vb

ivb
i+1 后,会产生图2所示的

两种情况。因此,当0<A(vb
i)<毩毿时,使三角形
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曶vb
i-1vb

ivb
i+1 具有较低的候选优先级,赋给一个较

小的权值毟(vb
i-1,vb

i,vb
i+1)=lless。经过实验分析,毩

=1灡2时,能有效地避免剖分后形成尖锐棱角和内

角接近于毿的三角形,如图2所示。

1.2.2暋 顶点一环邻域三角形因素

通常,网格顶点vi 的一环邻域三角形个数

旤NT,1(i)旤为6~8时较优。为了避免同一边界

顶点在剖分后生成过多的邻域三角形,使得剖分

结果 “汇聚暠于一点,产生扭曲,需对边界顶点在

剖分过程中的旤NT,1(i)旤进行限制。因此,根据

流形网格的属性,当旤NT,1(i)旤>8时,应使顶点

vb
i 优先删除,即候选三角形 曶vb

i-1vb
ivb

i+1 应具有较

高的优先级,赋给一个较大的权值 毟(vb
i-1,vb

i,

vb
i+1)=lbigger。0<A(vb

i)<毩毿且旤NT,1(i)旤>8
时,应以避免使得剖分结果产生扭曲为优先条件,
候选三角形 曶vb

i-1vb
ivb

i+1 应赋给一个较大的权值,

即毟(vb
i-1,vb

i,vb
i+1)=lbigger。

流形网格中,顶点vi 的一环邻域三角形投影

到顶点vi 处的切平面时,投影后三角形的边除在

顶点vi 处应无相交产生。剖分过程中,新增候选

三角形 曶vb
i-1vb

ivb
i+1 在3个顶点vb

i-1、vb
i、vb

i+1 处均

应满足投影后无相交产生的条件。若投影后产生

相交,则应避免顶点vb
i 优先删除,即候选三角形

曶vb
i-1vb

ivb
i+1 应具有0优先级,赋给一个无穷小值,

即毟(vb
i-1,vb

i,vb
i+1)=-曓。

1.2.3暋 三角形边长因素

当顶点vb
i 满足旤NT,1(i)旤曑8,A(vb

i)>毩毿
时,其在剖分过程中为“正常暠的顶点,候选三角

形 曶vb
i-1vb

ivb
i+1 的权值应跟据三角形的属性(边

长、面积、内角等)进行确定。为使剖分后的曲面

能张紧覆盖在孔洞边界上,且内部变化平缓,剖分

后的曲面片中的边应成“帘幕暠状均布在孔洞边

界上。此时,剖分曲面片中的三角形顶点在空间

上应该是位置相对且距离较近的顶点。因此,三
角形的权值应根据其对应的边长进行计算,三角

形 曶vb
i-1vb

ivb
i+1 的三条边长总和越小,即周长越

小,候选优先级应越高,对应的权值计算方式为

毟(vb
i-1,vb

i,vb
i+1)= -(旤ei-1,i旤+旤ei,i+1旤+旤ei+1,j-1旤)

式中,ei-1,i、ei,i+1、ei-1,in 分别为三角形 曶Ub
i-1Ub

iUb
i+1 的三

条边。

1.2.4暋 权值及三角化剖分算法

经对孔洞边界三角化剖分时可能产生影响的

因素进行综合分析以及实际的编程验证后,权值

毟 及lless、lbigger 相应的计算公式如下:
毟(vb

i-1,vb
i,vb

i+1)=

-(旤ei-1,i旤+旤ei,i+1旤+旤ei+1,i-1旤)

旤NT,1(i)旤曑8,A(vb
i)>毩毿

lless 旤NT,1(i)旤曑8.0<A(vb
i)<毩毿

lbigger 旤NT,1(i)旤>8

-曓 投影到切平面,

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï 产生相交

(2)

lless = - 毿RC

A(vb
i)暋暋lbigger =旤NT,1(i)旤RC

8
式中,RC 为模型的包围球半径。

三角化剖分算法描述如下:
(1)计算孔洞边界中,所有前后相邻的3个顶

点组成的三角形 曶vb
i-1vb

ivb
i+1 的权值Li,并将其插

入到L。其中,vb
n+1=vb

1,vb
n+2=vb

2。
(2)从权值集L 中取出最大的权值Lmax,并

把其对应的三角形 曶vb
i-1vb

ivb
i+1 添加到 MC,把包

含顶点vb
i 的三角形所对应的权值毟(vb

i-2,vb
i-1,

vb
i)、毟(vb

i-1,vb
i,vb

i+1)、毟(vb
i,vb

i+1,vb
i+2)从L中删除

掉;从BH 中删除顶点vb
i,此时,BH = {vb

1,vb
2,…,

vb
i-1,vb

i+1,vb
i+2,…,vb

n};计算三角形 曶vb
i-2vb

i-1vb
i+1、

曶vb
i-1vb

i+1vb
i+2 的权值毟(vb

i-2,vb
i-1,vb

i+1)、毟(vb
i-2,vb

i-1,

vb
i+1)并插入到L中。迭代操作直到BH 中顶点个数

小于3为止,得到三角化剖分网格MC。

1.3暋 三角化剖分网格的细分及优化

由于三角化剖分网格 MC 中的边由BH 中的

顶点直接连接而成,故需对 MC 进行细分、优化,
得到与原始网格模型网格密度相近的曲面片。网

格模型的密度通常是由三角形的平均边长度量

的,因此本文采用1 3“面分裂暠方法,将边长较大

的三角形 曶vivjvk 按图3a所示的方式进行分裂,
新增顶点为三角形的质心坐标vc,并采用边交换

的方法进行优化调整,得到边长均匀且近似符合

Delaunay划分准则的曲面片 MRO
[10](见图3b、图

3c)。

(a)三角形的细分、优化机制

(b)三角化剖分网格 (c)细分、优化实例

图3暋 三角化剖分网格的细分、优化
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1.4暋Ck-1 连续的形状恢复

MC 经过细分、优化后得到的网格 MRO 仍为

边界和内部均为C0 连续的曲面片。为得到在边

界和内部符合Ck-1 连续性约束的曲面片,图形学

领域中,在给定边界信息和边界约束条件的情况

下,通常采用最小能量定律来实现曲面片的 Ck-1

连续 Reshape调整[12飊13]。因用二次函数表示的

能量函数在求解时有着较高的效率和较好的稳定

性,故本文基于二次能量函数的通用表示方式,设
计了一种能实现Ck-1连续的 Reshape调整框架,
框架的设计过程如下:

设S:毞曻R3 为三角网格模型 M 对应的连续

曲面,S*…* 表示曲面的k阶偏导数,毮毞 为曲面的

边界。其对应的二次能量函数为

Ek(S)=曇S
Fk(Su…u,Su…uv,…,Sv…v) (3)

通常应用变分的方法对等式(3)进行求解,以得

出对应最小能量值特性的欧拉-拉格朗日方程:
殼kS(x)=0暋暋 x暿氉\毮氉

殼jS(x)=bj(x) x暿毮氉,j<{ k
(4)

其中,殼为拉普拉斯算子;bj 为具有j(j<k)阶连

续性的边界约束。为保证算法的效率和稳定性,
通常限定k=1,2,3。k=1时,方程所表示的曲面

为面积最小的薄膜曲面;k=2时,为弯曲度最小

的薄板曲面;k=3时,为曲率变化最小的曲面。
曲面M 在经基于式(4)的 Reshape调整变形后,
将在边界处具有Ck-1和内部具有 Ck 的最优连续

性,从而实现模型整体Ck-1连续的恢复。
当用三角网格曲面取代连续曲面时,式(4)中

的拉普拉斯算子对应离散为

殼(vi)= 2
S(vi) 暺

j暿Nv,1
(i)
(cot毩ij+cot毬ij)(vi-vj) (5)

其中,S(vi)为顶点一环邻域三角形的面积之和;

毩ij、毬ij为边eij的对角。k阶的拉普拉斯算子通过

迭代定义求出:
殼k(v)=殼(殼k-1(v)) (6)

对拉普拉斯算子进行离散后,式(4)转化为带有稀

疏矩阵的线性方程:

殼k

0|I[ ]B

é

ë
êê

ù

û
úú

P
B

=
0é

ë
êê

ù

û
úúB

(7)

其中,P=[vp,1 vp,2 … vp,n]T 表示网格模型 M
的内部的自由顶点;B=[vb,1 vb,2 … vb,m]T 表示

具有Ck-1边界连续的约束顶点,对应为边界顶点

的k-1环邻域顶点集合(包含边界顶点);n、m 为

对应顶点个数。根据设计的变形框架,对优化细

分网格MRO中的顶点,按照给定的边界连续性约

束进行调整后得到MF。

2暋实验分析

2.1暋剖分算法工作机理分析

采用第1节中的权值规则对孔洞边界进行剖

分时,在剖分过程的起始阶段,由于边界顶点的邻

接三角形较少,剖分规则主要根据邻接内角和三

角形周长规则进行。如图4a、图4b所示,初始的

剖分过程,亦是一消除“锯齿暠、平滑边界的过程,
使得边界顶点vb

i 的邻接内角之和A(vb
i)在0~

毩毿之间,处于较低的候选优先级状态。随着剖分

过程的进行,剖分规则会选择边界“角落暠处具有

较高候选优先级的顶点。剖分后,与新生成边相

连的边界顶点通常要比其余边界顶点具有更高的

优先级,因此,会驱动剖分继续沿新生成的边界处

向前推进,直至形成“帘幕暠状的剖分结果(图4c、
图4d)。

图4e所示为不考虑邻接内角约束时,对图

4a中孔洞剖分的结果,图4f所示为不考虑邻接三

角形个数约束时,对图4a中孔洞剖分的结果。由

剖分结果可知,邻接内角约束主要影响剖分生成

的三角片大小,邻接三角形个数约束主要影响剖

分结果在孔洞边界上的均布性。

暋(a)初始孔洞 (b)消除“锯齿暠生成拉合起点

暋(c)由权值规则驱动闭合孔洞 (d)最终剖分结果

暋暋
(e)无邻接内角
约束剖分结果

(f)无邻接三角形
个数约束剖分结果

图4暋孔洞剖分机理分析

孔洞剖分过程中,剖分算法会在多个分支的“交
汇处暠生成较大的三角形,对多个分支进行闭合。

本文所提的权值规则使剖分过程近似分为边

界平滑和边界“拉合暠的过程,使得剖分结果能张

紧在孔洞边界,得到均匀、自然和无扭曲的剖分。
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2.2暋算法效率分析

由于对孔洞边界采用局部最优化的权值规

则,基于迭代删除顶点的方法进行三角化剖分,三
角化剖分阶段对应的时间复杂度为线性O(N)
(N 为边界顶点个数)。对三角化剖分网格 MC 的

细分、优化,以得到与原始网格模型密度相近的网

格MRO,其对应的时间复杂度为线性O(M)(M 为

优化细分后得到的三角形的个数)。在对矩阵的

求解阶段,本文采用增量最小二乘求解矩阵的方

法,基于CPU(P42灡4GHz)的速率可达每秒5万

个顶点。因此,本文所提的模型修复算法,具有较

高的效率,且算法的鲁棒性较好。
表1显示了本文算法在对网格模型修复过程

中,生成MC、MRO和MF 各步骤所用时间,并与文

献[7飊8]的剖分算法进行了对比。表1数据表明,
利用本文的剖分算法对模型进行修复时,剖分效

率为每毫秒200~300个顶点,修复效率为每秒

3000~5000个顶点,适合应用于修复地形、文物

表1暋对模型修复过程中各步骤所需时间,新生成的顶点(V)/三角形(T)的个数

模型
边界
点数

孔洞边界剖分生成 MC 所需时间(s)

文献[7飊8],O(N3)
时间复杂度

本文算法,O(N)
时间复杂度

生成 MRO

所需时间(s)
生成 MF

所需时间(s)

带孔洞的
球模型 341 91.40

(341V/339T)
0.015

(341/339)
0.297

(4581V/8826T)
1.00

(5264V/10182T)
牙颌模型
底部孔洞 437 191.844

(437V/435T)
0.016

(437V/435T)
0.392

(6031V/11636T)
1.232

(6844V/12962T)
复杂兔子
孔洞模型 587 1408.14

(857V/855T)
0.031

(857V/855T)
0.173

(2663V/4628T)
0.877

(2733V/4828T)
复杂Pulley
孔洞模型 1769 12762.3

(1769V/1767T)
0.062

(1769V/1767T)
0.328

(4559V/7342T)
1.104

(4743V/7986T)

等包含海量级数据的大尺寸三维模型。

2.3暋应用举例

本节对带有大面积缺失的球模型(图5a)、牙
颌模型(图5b、图5c)、兔子模型(图5d、图5e)、

(a)球孔洞模型 暋
(b)牙颌孔
洞模型1

(c)牙颌孔
洞模型2

(d)兔子单个复杂
孔洞模型1

(e)兔子单个复杂
孔洞模型2

暋
(f)Pulley单个复杂

孔洞模型1
(g)Pulley单个复杂

孔洞模型2
图5暋孔洞模型

Pulley上的孔洞(图5f、图5g),进行了实验分析。
图6a显示,采用映射平面剖分时,由于孔洞

边界曲率变化剧烈,模型缺失面积较大,投影后的

边界会产生自交。图6b为基于映射平面法所生

成的修复结果,其并不能满足实际需要。

(a)边界在其最小二乘平面上的投影

(b)基于映射平面法的修复结果

图6暋平面映射平面部分的结果

图7a、图7b、图7c显示,在利用本文算法对

孔洞边界进行三角化剖分时,能得到均布在孔洞
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(a)齿间孔洞

(b)底部孔洞

(c)兔子孔洞

图7暋本文算法所得剖分结果

边界上的剖分结果。
图8a、图8b、图8c为采用文献[7飊8]面积最

小化的剖分结果,剖分过程中没有对顶点的邻接

三角形个数和邻接内角进行限制,这使得剖分结

果会产生扭曲和生成内角接近于毿的三角形。
由于对相同的孔洞边界无论采用何种剖分方

法,总会得到具有相同三角形个数的剖分结果,因
此,对空间孔洞边界的剖分好坏的判断标准,即为

剖分后生成的边在孔洞边界上的均布性。由图

7a、图7b、图7c可知,本文算法剖分得出的三角

形更为均匀合理。

暋暋图9显示了利用本文算法,对模型进行具有

不同边界连续性和内部连续性的修复结果。图

10、图11显示,本文算法可以处理带有大面积缺

失的复杂孔洞模型,对孔洞的修复结果均匀自然。
由实例分析可知,本文算法能实现对模型不同连

续性的修复,修复后的网格密度与原始网格密度

相近,能满足实际工程的需要。

(a)齿间孔洞

(b)底部孔洞

(c)兔子孔洞

图8暋文献[7飊8]算法所得剖分结果

暋(a)优化细分结果 (b)边界C0 连续

暋(c)边界C1 连续 (d)边界C2 连续

图9暋球模型的孔洞修复

(a)剖分后的
光照模型

(b)边界

C0 连续
(c)边界

C1 连续

图10暋复杂兔子孔洞修复结果
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图11暋复杂Pulley孔洞模型边界C1 连续修复结果

3暋结语

本文深入分析了对三角网格模型孔洞边界进

行剖分时的各种影响因素,根据二维流形网格模

型的特性,对剖分过程中由边界顶点组成的候选

三角形进行加权,使得对空间孔洞边界的剖分转

化为边界平滑和边界“拉合暠的过程,得到成“帘
幕暠状均布在孔洞边界上的三角化剖分网格。对

三角化剖分网格进行细分、优化后操作后,采用基

于能量最小化定律的方法进行 Reshape调整,从
而实现具有 Ck-1连续的模型修复。由最终的修

复模型可知,本文算法能根据模型的部分信息来

恢复网格模型,可用于网格模型的压缩。本文算

法简单、易于理解,能处理形状复杂、大面积缺失

的网格模型孔洞,具有较好的工程应用价值。
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