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摘要:针对六自由度装校机器人,通过 D-H 法建立了各连杆的参考坐标系,给出了装校机器人各

连杆与末端执行器的位姿关系,并推导出装校机器人的运动学正解方程。采用微分变换法求得机器人

雅可比矩阵并对装校机器人进行了奇异性分析,为装校机器人在实际装校作业环境中的轨迹规划及实

时控制提供了理论基础和重要数据。
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0暋引言

机器人的运动学分析是性能分析和动力学分

析的基础,所以对于一个新型机构来说,运动学分

析是机构分析的前提和基础,是进行机器人机构

设计的首要任务[1]。雅可比矩阵在机器人的运动

学分析中具有重要地位,机器人的分离速度控制、
静力分析、灵活性和可操作度分析等都要用到机

器人的雅可比矩阵,因此,机器人雅可比矩阵的准

确、快速求解显得尤为重要[2]。
对于机械手系列机器人来说,奇异性是机械

手的重要运动学特性[3]。机械手奇异位形主要有

边界奇异位形和内部奇异位形[4],边界奇异位形

出现在机械手工作空间的边界,只要机械手远离

工作空间边界即可避免;内部奇异位形会使可操

作性变差,机械手的可行区减少。装校机器人属

于机械手系列机器人,当装校机器人操作臂运动

到奇异位置时,暂时会失去一个或几个自由度,因
而不能保证其在复杂作业环境中的灵活性和避障

性,失去了运动柔性。其末端执行器也无法实现

沿某些方向的运动,从而无法完成装校作业任务。
同时,即使进行较小的位置调整也会导致某些关

节速度趋向无穷大,从而引起操作臂失控,使控制

方案无法实现。因此,研究装校机器人奇异性对

提高其作业性能具有重要意义。

1暋机构综合

装校机器人的功能是将洁净精密光学模块从

侧面装入到主体装置上去。通过对装校机器人的

作业环境、作业对象和作业全流程的分析,机构应

具有较大的工作空间范围、良好的承载能力、较高

的刚度、简单的结构形式、简单的运动学正解和反

解、机构输出件的位置控制和姿态控制的耦合程

度低等特点。因此,需要装校机器人在垂直方向

具有最优的工作空间、可操作度和避障空间,同时

满足运动、位姿等方面性能要求,以满足装校机器

人作业过程中的各项指标。依据功能要求设计了

由4个转动关节和2个移动关节组成的六自由度

装校机器人,其机构简图如图1所示。
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图1暋六自由度装校机器人机构及其杆件坐标系

2暋运动学方程的建立

机器人的正运动学问题是已知机器人各个关

节的关节角,求末端执行器的位置和姿态。通过

对其正运动学方程的研究可以准确描述机器人的

各个杆件的位置、方向及位移之间的关系,为机器

人的运动控制提供分析的手段和方法,也是建立

动力学方程和误差分析模型的基础[5]。
采用 D-H 法(Denavit-Hartenberg Ma灢

trix)[4,6飊8]建立装校机器人坐标系并推导机器人

的运动学方程。装校机器人 D-H 坐标系如图1
所示。其基座坐标系{0}设于升降丝杆轴线在基

座上的投影处,机器人末端连杆关节6的坐标系

{6}建立在关节4、5、6的轴线的交点处,工具端部

设在被装校作业对象中心处;装校机器人各连杆

参数及关节变量如表1所示。其中,毴i 为从xi-1

轴到xi 轴方向绕zi 轴旋转的角度;毩i 为从zi 轴到

zi+1 轴方向绕xi轴旋转的角度;ai为从zi轴到zi+1

轴沿xi 轴测量的距离;di 为从xi-1 轴到xi 轴沿zi

轴测量的距离。
表1暋 连杆参数及关节变量

i
毴i

(rad)
毩i-1

(rad)

ai-1

(mm)
di

(mm)
关节变量范围

1 0 0 0 d1 200~1950mm
2 0 毿/2 150 d2 -260~260mm
3 毴3 -毿/2 480 0 -7毿/12~7毿/12
4 毴4 0 500 -110 -7毿/9~7毿/9
5 毴5 毿/2 0 0 4毿/9~5毿/9
6 毴6 毿/2 0 0 4毿/9~5毿/9

暋暋 连杆变换矩阵i-1
i T 可表示为

i-1
i T =

cos毴i -sin毴i 0 ai-1

sin毴icos毩i-1 cos毴icos毩i-1 -sin毩i-1 -disin毩i-1

sin毴isin毩i-1 cos毴isin毩i-1 cos毩i-1 dicos毩i-1

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú0 0 0 1

(1)

装校机器人有6个自由度,根据式(1)和表1

所示的连杆参数,可求得各连杆变换矩阵i-1
i T:

0
1T=

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 d1

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú0 0 0 1

暋暋 1
2T=

1 0 0 150
0 0 -1 -d2

0 1 0 0

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú0 0 0 1

2
3T=

c3 -s3 0 480

0 0 1 0

-s3 -c3 0 0

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú0 0 0 1

3
4T=

c4 -s4 0 500

s4 c4 0 0

0 0 1 -110

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú0 0 0 1

4
5T=

c5 -s5 0 0

0 0 -1 0
s5 c5 0 0

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú0 0 0 1

5
6T=

c6 -s6 0 0

0 0 -1 0
s6 c6 0 0

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú0 0 0 1

式中,si =sin毴i,ci =cos毴i,i=1,2,…,6。

将所得各连杆变换矩阵依次右乘,得到装校

机器人基座坐标系和末端执行器标系之间总变换

矩阵0
6T:

0
6T= 0

1T1
2T2

3T3
4T4

5T5
6T (2)

如果要得到工具端部和基座之间的总变换矩

阵0
ET,则需要将0

6T右乘以6
ET,6

ET 为工具端部和末

端连杆坐标系间的变换矩阵。 即

0
ET = 0

6T6
ET =

nx ox ax px

ny oy ay py

nz oz az pz

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú0 0 0 1

(3)

其中,(nx,ny,nz)T、(ox,oy,oz)T、(ax,ay,az)T 分

别为工具端坐标系x 轴、y轴、z轴在基坐标系中

的方向矢量;(px,py,pz)为工具端部在基坐标系

中的位置。
nx =c34c5c6 +s34s6

ny =s34c5c6 -c34s6

nz =s5c6

ox = -c34c5s6 +s34c6

oy = -s34c5s6 -c34c6

oz = -s5s6

ax =c34s5

ay =s34s5

az = -c5

px =500c34s5 +500c3 +630

py =500s34s5 +500s3 -d2

pz = -500c5 -110+d

ü

þ

ý

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

1

(4)
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sij =sin(毴i+毴j)暋暋暋暋cij =cos(毴i+毴j)

i=3,4,5,6;j=3,4,5,6
当各变量的初始值分别取为d1 =610mm,

d2=0,毴3=-毿/2,毴4=毿/2,毴5=毿/2,毴6=毿/2时,
代入式(4)可得:

T=

0 0 1 1130

-1 0 0 -500
0 -1 0 500

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú0 0 0 1

(5)

由所得结果可知,与三维模型在同样状态下

的测量值完全吻合,如图2所示,表明正解结果是

正确的。

图2暋 正解结果验证

3暋 雅可比矩阵

机器人的雅可比矩阵(Jacobianmatrix)J通

常是指从关节空间向操作空间运动速度传递的广

义传动比V。V 的表达式为

V =X
·

=J(q)q
· (6)

式中,q
· 为关节速度矢量;X

·
为操作速度矢量。

雅可比矩阵可以判别机器人的奇异形位,分
析机器人的运动特征和动力学特征,它是描述机

器人特征的重要参量。雅可比矩阵的构造方法有

矢量积法、微分变换法、力和力矩递推法、速度递

推法[4,9飊12]。本文采用微分变换法求解装校机器

人的雅可比矩阵。
雅可比矩阵TJ有n 列,第i列元素TJi 由i

nT
决定。

对移动关节i,有
TJi = [nz oz az 0 0 0]T (7)

对转动关节i,有

TJi =

(P暳n)z
(P暳o)z
(P暳a)z

nz

oz

a
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=

-nxpy +nypx

-oxpy +oypx

-axpy +aypx
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a
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(8)

由于装校机器人的结构和运动具有以下几个

特点:栙 有6个关节,因此雅可比矩阵是6暳6矩

阵;栚 其中2个是移动关节(关节1和关节2),4个

是转动关节(关节3到关节6)。根据已求得的各

连杆变换矩阵i-1
i T 可求得i

nT:
1
6T= 1

2T2
3T3

4T4
5T5

6T=
c34c5c6 +s34s6 -c34c5s6 +s34c6 c34s5 a3c3 +a2 +a1

s34c5c6 -c34s6 -s34c5s6 -c34c6 s34s5 a3s3 -d2

s5c6 -s5s6 -c5 d4

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú0 0 0 1

2
6T= 2

3T3
4T4

5T5
6T=

c34c5c6 +s34s6 -c34c5s6 +s34c6 c34s5 a3c3 +a2

s5c6 -s5s6 -c5 d4

-s34c5c6 +c34s6 s34c5s6 +c34c6 -s34s5 a3s3

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú0 0 0 1

3
6T= 3

4T4
5T5

6T=
c4c5c6 +s4s6 -c4c5s6 +s4c6 c4s5 a3

s4c5c6 -c4s6 -s4c5s6 -c4c6 s4s5 0

s5c6 -s5c6 -c5 d4

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú0 0 0 1

4
6T= 4

5T5
6T=

c5c6 -c5s6 s5 0

-s6 -c6 0 0

s5c6 -s5s6 -c5 0

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú0 0 0 1

5
6T=

c6 -s6 0 0

0 0 -1 0
s6 c6 0 0

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú0 0 0 1

6
6T=

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú0 0 0 1

则得到各列雅可比矩阵如下:

TJ1 =

s5c6

-s5s6

-c5

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

0
0
0

暋暋 TJ2 =

-s34c5c6 +c34s6

s34c5s6 +c34c6

-s34s5

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

0
0
0

TJ3 =

(s4c5c6 -c4s6)a3

-(s4c5s6 -c4c6)a3

s4s5a3

s5c6

-s5s6

-c

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

5

暋暋 TJ4 =

0
0
0

s5c6

-s5s6

-c

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

5

TJ5 = [0 0 0s6 c6 0]T

TJ6 = [0 0 0 0 0 1]T

TJ(q)与J(q)之间的关系为

TJ(q)=
0
nRT 0

0 0
nR

é

ë
êê

ù

û
úúT
J(q) (9)

0
6RT =

c34c5c6 +s34s6 s34c5c6 -c34s6 s5c6

-c34c5s6 +s34c6 -s34c5s6 -c34c6 -s5s6

c34s5 s34s5 -c

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

5
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由式(9)可知,所得TJ(q)与J(q)的结果是正确

的。至此J1、J2、…、J6 全部求出,于是得到装校

机器人的雅可比矩阵。

4暋 奇异性分析

奇异性的物理解释相当于机器人丧失了一个

或多个自由度,数学上用J(q)的行列式是否为0
来判别。因此,雅可比矩阵的奇异性可用来定性

地描述机器人操作臂的运动学特征。
操作臂的灵活性和运动反解的精度与机械手

雅可比矩阵的奇异值有关。 当雅可比矩阵的秩

r(J(q))<6时,机械手处于奇异位形。设在任一

位形装校机器人雅可比矩阵的秩r(J(q))=6,根
据矩阵的奇异值分解理论,对雅可比矩阵进行奇

异值分解[13]:
J(q)=U毑V (10)

毑=

氁1 0 … 0 0

0 氁2 … 0 0
汅 汅 汅 汅

0 0 … 氁m

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú0

(11)

式中,U暿Rm暳n,V暿Rn暳n,U、V为正交矩阵;n为关节数,m
为操作空间维数;氁i 为雅可比矩阵的第i个奇异值,且

氁1 曒氁2 曒… 曒氁m 曒0。

另外,条件数K(J)也是与雅可比矩阵相关、
用于衡量机械手灵活性的重要指标。条件数常用

于数值分析中,其计算精度较高,求逆运算的数值

稳定性好。对于冗余度机械手,条件数可利用下

式计算[4]:
K(J)=氁1/氁m (12)

六自由度装校机器人有2个移动关节和4个

转动关节,由所求出的雅可比矩阵TJ(q)可知,奇
异位形主要受转动关节位置的影响,移动关节不

会产生奇异位形,因此主要分析装校机器人各转

动关节对奇异位形的影响。在4个转动关节变量

运动范围内,利用随机取点方法分别得到装校机

器人最大奇异值、最小奇异值和条件数,如图3~
图5所示。

根据矩阵奇异值分解理论对装校机器人雅可

图3暋 装校机器人雅可比矩阵最大奇异值分布

图4暋 装校机器人雅可比矩阵最小奇异值分布

图5暋 装校机器人条件数分布

比矩阵进行奇异值分解,当在某一位形最小奇异

值为零时,此位形即是奇异位形。由图3与图4可

知,装校机器人奇异值的大小随机器人运动位置而

变化,最大奇异值在485.0099~514灡5565之间,最
小奇异值位于0~0灡9969之间,最小奇异值为零的

位置即为奇异位置;图5所示为装校机器人条件数

分布,条件数基本上在496.3659~561灡0687之间,
仅有极个别的点大于561灡0687。从图中可知,条
件数越大,最小奇异值越小,则在此位置时装校机

器人灵活性较差。由于机器人在作业时不可避免

地存在一些奇异位形,因此希望工作时能够避开

这些位置。
选定其他关节变量值,某一关节与最大、最小

奇异值的变化关系如图6~ 图9所示。其中图6
所示为毴3=[-7毿/12,7毿/12]、毴4=0、毴5=毿/2、

毴6=毿/2时的仿真结果,毴3=0附近最小奇异值为

零;图7所示为毴3 =0、毴4 =[-7毿/9,7毿/9]、毴5 =
毿/2、毴6 =毿/2时的仿真结果,毴4 在-2灡4422~
-1灡8708rad和0~2rad两个区间时,最小奇异值

暋
(a)毴3 与最大
奇异值关系

(b)毴3 与最小
奇异值关系

图6暋 第三关节旋转角与奇异值的关系
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接近零,会出现奇异现象;图8所示为毴3=0、毴4 =
0、毴5 = [4毿/9,5毿/9]、毴6 =毿/2 时 的 仿 真 结 果,

毴5=1灡5708rad附近最小奇异值为零;图9所示为

毴3=0、毴4=0、毴5=毿/2、毴6=[4毿/9,5毿/9]时的仿真

结果,毴6=1灡5708rad附近最小奇异值为零。

(a)毴4 与最大奇异值关系

(b)毴4 与最小奇异值关系

图7暋 第四关节旋转角与奇异值的关系

(a)毴5 与最大奇异值关系

(b)毴5 与最小奇异值关系

图8暋 第五关节旋转角与奇异值的关系

由上述分析可知,奇异值的出现与各关节参

数值的组合密切相关,奇异位形总是存在的,只要

(a)毴6 与最大奇异值关系

(b)毴6 与最小奇异值关系

图9暋第六关节旋转角与奇异值的关系

出现奇异位形,装校机器人运动性能就无法保证,
不能进行正常工作。因此必须避开奇异位形或在

奇异点附近对奇异值进行处理,使装校机器人在

保证工作性能和运动精度的前提下通过奇异位

形。通过对奇异值的分析,为装校机器人的控制

系统避开这些奇异位形提供了重要的数据。

5暋结论

(1)应用D-H 法建立了六自由度装校机器

人运动学模型,得出了机器人运动学正解;在已知

各关节变量时,可求得装校机器人末端相对于基

坐标系的位置。
(2)求得装校机器人的雅可比矩阵,描述了机

器人运动速度与关节角速度之间的关系,为实际

装校作业环境中的轨迹规划及实时控制提供了理

论基础。
(3)对装校机器人的奇异位形进行了分析,为

装校机器人的控制系统避开这些奇异位形及对奇

异性的处理提供了重要的数据。

参考文献:
[1]暋张立杰,李永泉,黄真.球面二自由度5R并联机器

人的运动学分析[J].中国机械工程,2006,17(4):

39飊41.
[2]暋倪受东,文巨峰,颜景平.四自由度冗余度机器人雅

可比矩阵的建立[J].仪器仪表学报,2001,22(4):

381飊382.
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很理想,叶片头部存在撞击现象,尾部存在一定的

脱流现象,用改进升力法设计的叶轮2液体绕流

叶片情况也最为理想,由于设计中控制好了叶型

以及边界层的影响等,在叶片头部和尾部均无明

显的脱流和漩涡现象。
(3)从叶轮1与叶轮2的计算结果(表2)以

及 计 算 结 果 比 较 分 析 可 得,在 工 况 Q=
3473灡9kg/s下,叶轮2计算出来的水力效率比叶

轮1高1灡298%,但是所受的轴向力却比叶轮1
小4286N,电机功率比叶轮1小3057W;在工况

Q=2828灡3kg/s下,叶轮2计算出来的水力效率

比叶轮1高1灡660%,但是所受的轴向力却比叶

轮1小1997N,电机功率比叶轮1小2072W;在
工况Q=2262灡6kg/s下,叶轮2计算出来的水力

效率比叶轮1高2灡085%,但是所受的轴向力却

比叶轮 1 稍大 656N,电机功率比叶轮 1 仅大

759W。
由分析结果可以看出,在各个工况下叶轮2

的水力效率比叶轮1高,但其轴向力和电机功率

比叶轮1小或者相差不多,这说明叶轮2在提供

高的效率的同时,对导轴承的要求降低了,能耗降

低了,原因是考虑了叶片端部靠近外壳和轮毂等

区域的实际流动,以及静止外壳壁面上的环状边

界层流动,转动叶片表面上的边界层以及叶片端

部和外壳之间的间隙流动等的相互干涉等问题,
引进了考虑叶轮外缘及叶轮轮毂处的边界层及间

隙影响的修正系数,因此,改进升力法针对传统升

力法在间隙流方面的不足做出的改动是有效的。
当然我们的研究也只是提出了一种新的方

法,尚有许多问题还需要进一步的深入研究。
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