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摘要:针对 Weibull分布产品小样本定时截尾试验方案下的可靠性评估问题,假设样本结构在截尾

时间为使该样本结构出现概率最大的截尾时间区间内的任意一点时产生,应用 MonteCarlo模拟方法,
发现形状参数矩估计量中值与其真值之比值仅取决于样本结构,而不受分布母体影响,据此提出了中值

无偏矩估计法,并给出了2~12样本量的中值无偏系数取值。以偏差和均方根误差为评价指标,通过数

值模拟方法,对该方法和矩估计法进行比较后发现,在两项指标上,前者较后者均具有明显优势。通过

试验验证了所提出方法的实用性、有效性和优越性。
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0暋引言

大多数电子元器件和机械设备的寿命服从

Weibull分布,为评估其可靠性,常通过理论计算

和试验两种途径。相对而言,试验更具说服力。
考虑到产量和成本等因素,试验常采用小样本定

时截尾[1飊2]方案。对试验结果进行分析得到寿命

分布是可靠性评估的关键,这需要优良的评估

方法。
国内外学者对 Weibull分布的估计方法进行

了大量研究。Sirvanci等[2]利用 Weibull分布与

极值分布之间的转换关系研究了 Weibull分布下

定时截尾数据的参数矩估计问题,证明了其构造

的形状参数与尺度参数的矩估计量具有强相合

性,并指出其构造的矩估计量的性能在小样本情

形下也是好的。冯自立等[3飊4]在 Weibull分布小

样本定时截尾情形下对矩估计法、极大似然估计

法、Ross[5]和Jacquelin[6]各自给出的极大似然无

偏估计法、最小二乘估计法和加权最小二乘估计

法进行比较后发现,矩估计法和极大似然估计法

的性能相当并优于其他估计法,且前者计算简单,
而后者计算复杂,甚至得不到解,所以前者较后者

稍有优势,但这些估计法均有偏。国家标准[7]建

议在样本量不超过25的情况下采用最佳线性不

变估计法对 Weibull分布的参数进行估计,但针

对的是定数截尾。王坚永等[8]也建议采用最佳线
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性不变估计法估计定数截尾场合下 Weibull分布

的参数,但并未如文献[7]给出适用的样本量。
McCool[9]和 Harris[10]对形状参数的极大似然估

计量进行了修偏研究并获得中值无偏估计,Mc灢
Cool还获得均值无偏估计,但均不在定时截尾情

形下。Sirvanci等[2]指出在有限样本定时截尾情

形下由于样本结构的随机性而不存在形状参数无

偏估计量,作出此论断的前提是按照设定的截尾

时间进行试验将产生所有可能的试验结果。
冯 自 立 等[11] 采 用 Monte Carlo 方 法 对

Weibull分布小样本定时截尾数据进行研究后发

现,在一定的样本量和分布母体下,使某样本结构

出现概率最大的截尾时间是截尾时间某区间上的

任意值。据此,本文在假设样本结构是在截尾时

间为使该样本结构出现概率最大的截尾时间区间

内的任意一点时产生的前提(以下简称“所设前

提暠)下,在矩估计法基础上,提出了新的 Weibull
分布产品小样本(本文中指样本量不超过12)定
时截尾试验方案下的可靠性评估方法,将其与矩

估计法进行了比较,发现在偏差和均方根误差两

项评价指标上,前者均较后者有明显优势,并通过

试验验证了所提出方法的实用性、有效性和优

越性。

1暋Weibull分布小样本定时截尾数据的矩

估计

暋暋若随机变量T 服从形状参数为毬 而尺度参

数为毲的两参数 Weibull分布,则其分布函数和

概率密度函数分别为

F(t)=1-exp(-(t
毲

)
毬
) (1)

f(t)= 毬
毲

(t
毲

)
毬-1

exp(-(t
毲

)毬) (2)

t>0,毬>0,毲>0
式中,t为随机变量T 的观测值。

对n个试件同时进行定时截尾试验,假设各

试件的寿命独立且来自同一分布母体,试验期间

无试件被替代,当试验进行到预先设定的时间t0

就停止试验,得到一系列观察值t1,t2,…,tn,其中

有r个数据是失效数据,而剩余的n-r个数据是

未失效数据且都等于预先设定的截止时间。对于

失效数据,记其状态毮i=1,而对于未失效数据,记
其状态毮i=0,i=1(1)n。假设试验后在时间(0,
t0]内至少有一个试件失效且并非全部试件失效,
即失效数满足关系1曑r曑n-1。则有[2,4,11飊12]

毬̂ME =
n̂h(p)

ME

暺
n

i=1
毮i(lnt0 -lnti)

(3)

毲̂ME = t0

[ln(1-p̂ME
)-1]1/̂毬ME

(4)

p̂ME = 1
n暺

n

i=1
毮i (5)

ĥ(p)
ME =p̂MElnln

1
1-p̂ME

-曇
p̂

ME

0
lnln 1

1-udu (6)

式中,下标 ME表示矩估计(momentestimation);̂毬ME
为

形状 参 数 的 矩 估 计;̂毲ME
为 尺 度 参 数 的 矩 估 计;̂pME

、

ĥ(p)
ME

和u为中间变量。

2暋 形状参数中值无偏矩估计假设

考虑到在实际情况中,试验结束后样本结构

(n,r),即投入的试验样本量n和失效数r是明确

的,不明确且待求解的是分布母体 Wei(毬,毲),即
需求解形状参数毬和尺度参数毲,现假设存在形

状参数的中值无偏矩估计量

毬̂MUME= 毬̂ME

UME
(n,r) (7)

式中,下标 MUME 表示中值无偏矩估计(medianunbi灢
asedmomentestimation);UME

(n,r)为基于矩估计的形

状参数中值无偏系数。

UME
(n,r)的取值仅取决于样本结构(n,r),而不

受分布母体 Wei(毬,毲)影响。样本结构是在截尾

时间为使该样本结构出现概率最大的截尾时间区

间内的任意一点时产生的,此为形状参数的中值

无偏矩估计量中值无偏的前提。则有

毬̂0灡5MUME= 毬̂0.5ME

UME
(n,r) (8)

式中,̂毬0灡5ME
为形状参数的矩估计量中值;̂毬0.5MUME

为形状

参数的中值无偏矩估计量中值。

因为毬̂MUME中值无偏,即

毬̂0.5MUME= 毬̂0.5ME

UME
(n,r)=毬 (9)

所以

毬̂0.5ME

毬
=UME

(n,r) (10)

因此,假设成立与否取决于:在所设前提下,
形状参数矩估计量中值与其真值之比值毬̂0.5ME

/毬
(记为v0.50,以下简称“比值暠)是否仅取决于样本

结构(n,r),而不受分布母体 Wei(毬,毲)影响。

3暋比值与样本结构、分布母体之间的关系

暋暋为考查在所设前提下,比值是否仅取决于样

本结构(n,r)而不受分布母体 Wei(毬,毲)影响,应

用 MonteCarlo方法进行计算机模拟试验研究。
模拟时,对于不同样本结构,均取使其出现概率最

大的截尾时间下限作为截尾时间t0。为保证足够

的精度,抽 样 次 数 m 应 取 得 足 够 大,取 m =
10000。对每个模拟样本采用式(3)计算出形状
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参数矩估计值。 在选定的样本结构和分布母体

下,将产生10000个形状参数矩估计值,其中值即

为该次模拟的形状参数矩估计量中值。

3.1暋 比值与样本结构、形状参数之间的关系

选取n=10、毬=1(1)10、毲=1样本进行Monte
Carlo计算机模拟试验,所得结果如表1和图1
所示。

从表1和图1可见,特定形状参数各样本结

构下的比值有很大不同,表明比值与样本结构有

关。从表1可见,各样本结构下比值的相对极差

都很小,处于[0灡96%,5灡86%]区间。 考虑到样

本数据精度、抽样次数和计算误差等因素对最终

计算结果的影响,而各样本结构下比值的相对极

差接近于0,表明比值不受形状参数影响。
表1暋n=10、毬=1(1)10、毲=1样本各样本结构下的比值及其相对极差

失效

数r

形状参数毬
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

相对极

差(%)

1 1.4513 1.4584 1.4420 1.4441 1.4355 1.4294 1.4677 1.4081 1.4304 1.3836 5.86

2 1.1879 1.1982 1.1686 1.1968 1.1906 1.2052 1.1866 1.2023 1.1744 1.1823 3.07

3 1.1300 1.1204 1.1339 1.1207 1.1308 1.1222 1.1090 1.1267 1.1207 1.1196 2.22

4 1.0952 1.1047 1.1068 1.0913 1.1018 1.1026 1.1036 1.0921 1.1030 1.1040 1.41

5 1.0851 1.0992 1.0924 1.0994 1.0825 1.0930 1.0878 1.0899 1.0987 1.0922 1.54

6 1.1010 1.0872 1.0906 1.0888 1.0847 1.0854 1.0904 1.0862 1.0933 1.0958 1.50

7 1.1055 1.1025 1.0951 1.0961 1.0952 1.0955 1.0973 1.1069 1.1003 1.0976 1.08

8 1.1056 1.1186 1.1101 1.1202 1.1179 1.1220 1.1168 1.1140 1.1130 1.1123 1.47

9 1.1562 1.1547 1.1546 1.1551 1.1466 1.1519 1.1476 1.1577 1.1500 1.1532 0.96

图1暋n=10、毬=1(1)10、毲=1样本各样本结构下的

比值模拟结果三维图

暋暋其他选定样本量和尺度参数下的模拟也产生

类似结果。
因此,在所设前提下,比值仅取决于样本结

构,而不受形状参数影响。

3.2暋比值与样本结构、尺度参数之间的关系

选取n=10、毬=3、毲=1暳10j-1(j=1(1)6)样

本进行 MonteCarlo计算机模拟试验,结果如表2
和图2所示。

从表2和图2可见,特定尺度参数各样本结

构下的比值有很大不同,表明比值与样本结构有

关。从表2可见,各样本结构下比值的相对极差

都很小,处于[0灡48%,2灡45%]区间。考虑到样本

数据精度、抽样次数和计算误差等因素对最终计

算结果的影响,而各样本结构下比值的相对极差

接近于0,表明比值不受尺度参数影响。
其他选定样本量和形状参数下的模拟也产生

类似结果。

表2暋n=10、毬=3、毲=1暳10j-1(j=1(1)6)样本

各样本结构下的比值及其相对极差

失效

数r

尺度参数毲
1 10 100 1000 10000 100000

相对

极差(%)

1 1.4420 1.4251 1.4173 1.4199 1.4285 1.4249 1.73

2 1.1686 1.1923 1.1834 1.1876 1.1634 1.1657 2.45

3 1.1339 1.1204 1.1222 1.1126 1.1145 1.1184 1.90

4 1.1068 1.0939 1.0970 1.1088 1.0991 1.1088 1.36

5 1.0924 1.0880 1.0760 1.0921 1.0915 1.0869 1.51

6 1.0906 1.0974 1.0996 1.0949 1.0943 1.0876 1.10

7 1.0951 1.1037 1.0955 1.0994 1.0938 1.0941 0.90

8 1.1101 1.1150 1.1182 1.1162 1.1097 1.1091 0.82

9 1.1546 1.1524 1.1529 1.1557 1.1580 1.1564 0.48

图2暋n=10、毬=3、毲=1暳10j-1(j=1(1)6)样本

各样本结构下的比值模拟结果三维图

暋暋 因此,在所设前提下,比值仅取决于样本结

构,而不受尺度参数影响。
综上,应用 MonteCarlo方法进行计算机模

拟试验研究后发现,在所设前提下,比值仅取决于

样本结构(n,r),而不受分布母体 Wei(毬,毲)影响。
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4暋形状参数中值无偏矩估计

通过上面的研究得到,在所设前提下,形状参

数中值无偏矩估计假设成立,即存在形状参数的

中值无偏矩估计量。最终构建出如式(7)所示的

形状参数的中值无偏矩估计量。
至此,根据式(3)、式(4)和式(7)可得到小样

本定时截尾情形下 Weibull分布的形状参数估计

值和相应的尺度参数估计值(这里的“相应暠指式

(4)中形状参数的矩估计值改用形状参数的中值

无偏矩估计值)。将此估计称为“中值无偏矩估

计暠。
由式(10)得

UME(n,r)=毬̂0.5ME

毬
(11)

既然在所设前提下比值仅取决于样本结构而

不受分布母体影响,为获得各样本结构下的比值,
就可以在任意分布母体下进行 MonteCarlo计算

机模拟试验。为综合考虑各母体和模拟误差,模

拟方案设定如下:选定样本量n,母体依次设定为

形状参数毬=1(1)10,尺度参数毲=1;对于不同样

本结构,均取使其出现概率最大的截尾时间下限

作为截尾时间t0;为保证足够的精度,抽样次数m
应取得足够大,取m=10000。依据该方案进行试

验后,对每个模拟样本采用式(3)计算出形状参数

矩估计值。在选定的样本结构和分布母体下,将
产生10000个形状参数矩估计值,其中值即为该

次模拟的形状参数矩估计量中值。取相应比值的

均值作为UME(n,r)的近似值A,即

A = 1
10暺

10

k=1
UMEk

(n,r)= 1
10暺

10

k=1

毬̂0.5MEk

毬k
(12)

式中,UMEk
(n,r)为第k 次模拟时得到的比值;毬k =k;

毬̂0.5MEk
为对应毬k 的形状参数矩估计量中值。

于是

UME
(n,r)=

毬̂0.5ME

毬
曋A = 1

10暺
10

k=1

毬̂0.5MEk

毬k
(13)

为方便使用,表3给出了2~12样本量各样

本结构下的UME
(n,r)取值。

表3暋2~12样本量各样本结构下的中值无偏系数取值

样本

量n

失效数r

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

2 1.6093
3 1.4637 1.3373
4 1.4378 1.2537 1.2665
5 1.4283 1.2123 1.1920 1.2233
6 1.4315 1.1999 1.1561 1.1563 1.1969
7 1.4155 1.1944 1.1439 1.1305 1.1407 1.1833
8 1.4186 1.1870 1.1372 1.1151 1.1130 1.1307 1.1712
9 1.4270 1.1868 1.1302 1.1039 1.1018 1.1047 1.1193 1.1622
10 1.4350 1.1893 1.1234 1.1005 1.0920 1.0903 1.0992 1.1151 1.1528
11 1.4288 1.1867 1.1188 1.0976 1.0870 1.0842 1.0854 1.0908 1.1091 1.1489
12 1.4343 1.1874 1.1188 1.0923 1.0816 1.0750 1.0780 1.0799 1.0866 1.1046 1.1452

5暋截尾时间的选取对形状参数中值无偏系

数使用范围的影响

暋暋 为考查基于截尾时间下限求得的中值无偏

系数对整个截尾时间区间的适应性,在各样本结

构下,分别选取相应截尾时间区间的四个等分点

(上下限及其之间两个等分点)作为截尾时间对

矩估计法进行了 MonteCarlo计算机模拟试验

研究。
模拟结果显示,各样本结构下的形状参数矩

估计量中值几乎不受截尾时间影响。因此,基于

截尾时间下限的结果完全适用于整个截尾时间区

间,即中值无偏矩估计对于截尾时间的适应性可

从截尾时间下限推广至整个截尾时间区间。

6暋 中值无偏矩估计法和矩估计法的性能

比较

暋暋 估计值的可靠性主要取决于均方根误差,而
减小偏差能有效减小均方根误差[13]。因此,对于

小样本,修偏方法能得到更可靠的参数估计。中

值无偏矩估计正是基于矩估计而建立的无偏估

计,因此确立以偏差和均方根误差为评价指标。
应用 MonteCarlo方法进行计算机模拟试验

研究。模拟时,对于不同样本结构,均取使其出现

概率最大的截尾时间下限作为截尾时间,抽样次

数为10000。
以从分布母体 Wei(5,1000)中随机抽取的容量

为8的定时截尾样本为例进行考查。各估计量的偏

差和均方根误差结果见表4(er=旤M-毬旤/毬)。用
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箱线图表示各样本结构下的形状参数估计量

90% 分布区间,如图3所示。图中,钻石形状左右

端点对应表示25% 分位数和75% 分位数,内部

竖线表示中值,即50% 分位数,整个箱线图的左

右端点对应表示5% 分位数和95% 分位数,而形

状参数真值用椭圆标出。
表4暋n=8、毬=5、毲=1000样本各样本结构下的

形状参数估计量评价指标值

评价
指标

失效数r

1 2 3 4 5 6 7

中值
无偏
矩估
计法

中值 M 5.04 4.97 4.94 5.03 5.04 4.99 4.99
偏差

er(%) 0.75 0.66 1.15 0.61 0.75 0.14 0.14

均方根
误差eRMS

12.20 4.53 2.93 2.33 1.96 1.60 1.36

矩估
计法

中值 M 7.15 5.90 5.62 5.61 5.61 5.65 5.85
偏差

er(%) 42.9317.9112.4212.1912.1412.9116.96

均方根
误差eRMS

18.17 5.73 3.56 2.79 2.38 2.04 1.92

图3暋n=8、毬=5、毲=1000样本各样本结构下的

形状参数估计量90% 分布区间

暋暋 从图3可以看出,对于作为特殊值的各分位

数,中值无偏矩估计量的分位数相对于对应的矩

估计量的分位数左移,即前者小于后者。通过表

3可知,这是形状参数中值无偏系数UME(n,r)始

终大于1的必然结果。
结合图3和表4可以看出:栙 中值无偏矩估

计量存在微弱偏差(不足1灡2%),考虑到样本数

据精度、抽样次数、中值无偏系数取为近似值和计

算误差等因素,偏差必定存在,但不足1灡2% 的偏

差相对理想状态下的零偏差同样令人满意;栚 矩

估计量存在较大偏差,随着失效数增加,呈现出先

减小后增大的趋势,在失效数为1的情形下存在

严重偏差,达到42灡93%,而在其余样本结构下,
维持在15% 附近;栛 中值无偏矩估计量的均方根

误差低于对应的矩估计量的均方根误差,降幅明显

并且随着失效数增加而呈现出先减小后增大的趋

势:32灡86%、20灡94%、17灡70%、16灡49%、17灡65%、

21灡57%、29灡17%;栜 两种估计量的均方根误差随

着失效数增加均逐渐减小。
其他选定样本量和分布母体的情形也产生类

似结果。
为考查上述性能比较结果对整个截尾时间区

间的适应性,同样应用 MonteCarlo方法进行了

计算机模拟试验研究。结果表明,只要样本结构

是在截尾时间为使该样本结构出现概率最大的截

尾时间区间内的任意一点时产生的,上述性能比

较结果仍然成立。
考虑到实际寿命试验中,并不明确试验产生

的样本结构是否就是预先设定的截尾时间能产生

的概率最大的样本结构,考查中值无偏矩估计法

与矩估计法的性能比较结果对于样本结构与截尾

时间并不严格要求存在对应关系的一般情形的适

应性显得尤为必要。虽然形状参数中值无偏系数

是在所设前提下求得的,但对于任意的样本结构

均可使用,只是此时并不能保证该估计量中值无

偏。进行 MonteCarlo计算机模拟试验研究后发

现,对于试验样本结构与截尾时间并不严格要求

存在对应关系的一般情形,中值无偏矩估计法与

矩估计法的性能比较结果仍然成立。
因此,在小样本定时截尾情形下,中值无偏矩

估计法在偏差和均方根误差两项评价指标上均明

显优于矩估计法。

7暋 试验验证

为验证中值无偏矩估计法的实用性、有效性

和优越性,实施了陀螺电机寿命试验和精密仪表

轴承台架寿命试验。

7.1暋 陀螺电机寿命试验

试验过程:用10套 SN728/4X2/HE/P4轴

承装配到5个某型高精陀螺电机上进行寿命试

验,每个陀螺电机累计通电工作时间达1023h,均
满足性能指标,并且该型轴承装配到陀螺电机仍

具有潜在的运行能力。

7.2暋精密仪表轴承台架寿命试验

试验过程:随机抽取8组暳2套/组该型轴承

进行定时截尾试验,试验期间各试件相互独立且

无试件被替代,截尾时间设定为4000h,获得试验

数据:1313h、2288h、2472h、2506h、3382h、4000h、

4000h、4000h。
根据在 Weibull概率纸上描点作图的结果,

可以认为该型轴承的寿命服从 Weibull分布。采
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用式(3)、式(4)和式(7)并结合表3对试验数据进

行处理,得到中值无偏矩估计法和矩估计法的可

靠性评估结果,如表5所示。
表5暋精密仪表轴承的可靠性评估结果

参数估

计方法

参数估计值 可靠寿命(h)

形状参数

毬

尺度参数

毲(h)
90%
置信度

95%
置信度

99%
置信度

中值无偏

矩估计法
2.02 4038.49 1326.52 929.09 414.81

矩估计法 2.25 4034.56 1483.821077.52 522.13

暋暋试验结果分析:栙陀螺电机的最短累计通电

工作时间接近两种估计方法计算出的该型轴承的

额定寿命,并且该型轴承装配到陀螺电机仍具有

潜在的运行能力,表明两种估计方法的计算结果

均比较符合实际;栚额定寿命估计值越保守,则评

估结果越安全,为安全起见,优先采用保守的额定

寿命估计值,而中值无偏矩估计法的计算结果相

对于矩估计法的计算结果偏保守,因此中值无偏

矩估计法较矩估计法更具实用性。

8暋结论

针对 Weibull分布产品小样本定时截尾试验

方案下的可靠性评估问题,在所设前提下,本文研

究得到如下结论:
(1)形状参数矩估计量中值与其真值之比值

仅取决于样本结构,而不受分布母体影响;
(2)在偏差和均方根误差两项评价指标上,中

值无偏矩估计法较矩估计法均具有明显优势;
(3)中值无偏矩估计法具有实用性、有效性和

优越性。
因此,对寿命服从 Weibull分布的产品进行

小样本定时截尾试验后,评估其可靠性时,推荐采

用中值无偏矩估计法。
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