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摘要：转子轴心轨迹，特别是亚频轴心轨迹的提取，在转子故障识别中是十分重要的。分析了谐波小波的优势，

在研究了谐波小波的频段分解基础上，提出了谐波小波包变换的频段分析表达式，并给出了实现方法，实现了谐

波小波的任意频段“任意细化”能力。对转子振动信号进行了频域细化分析，并用谐波小波包变换对实际的高速

转子振动信号进行了分析，在得到细化频谱的同时，直接实现了常规方法难以实现的转子亚频信号的轴心轨迹提

取，得到了满意结果，为转子故障信号的分析创造了条件。 
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0  前言* 

转子的轴心轨迹是转子故障诊断的重要特征

依据之一。而在频谱分析中出现亚频信号，是转子

出现某些故障的标志。但由于噪声以及其他各种因

素的影响，在基于 Fourier 变换的信号分析中，需要

对转子的轴心轨迹进行提纯，且亚频信号的轴心轨

迹难以得到。 
二进小波及二进小波包变换中，可以成功地进

行非平稳信号、奇异信号的分析与检测，为转子故

障特征信号的分析创造了条件。同时在信号的时域

定位方面也取得较好的效果。并且由于二进小波包

的优良特性,使信号的频段提取和时频分析比基于

Fourier 变换的各种方法具有明显的优势[1]。但二进

小波变换和二进小波包变换是采用隔点采样,即二

抽一采样。这虽然达到无冗余存储且可以重建信号

的目的，但随着分解层数的增加，各层、各频段序

列的采样频率也减半，在数据点数太少时，信号细

节也存在着失真问题。另一方面，最常用的 Lemarié 
-Meyer小波和Daubechies类小波不具有明显的时域

和频域表达式，因而只能给出滤波器系数的数值，

进行二抽一采样的小波分解与小波包分解算法。这

对于信号的细节分析和频域分析是不方便的。第三

方面，二进小波分析的相位定位特性不好，信号在

频域具有明显的移相特性[2]。 
如果不希望在进行若干层分解，使信号数据点

减少后对某一感兴趣的频段展开分析，而是希望在

不减少数据量的情况下对信号频域的频段进行展开
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分析(或称细化分析)，以便发现细微之处的异常，

为转子的故障特性分析提供依据，则上述的“二进”

特性的小波变换和小波包变换就难以为之了。考虑

到谐波小波频域定位特性，探索用谐波小波对信号

的频域频段进行细化分解，提取感兴趣频段的数据

点，并重构信号、合成轴心轨迹，来解决“二进”

特性所不能解决的问题。 

1  谐波小波变换 

由实函数 e ( )xψ 和 o ( )xψ (其中, 角标 e和 o分别

表示该实数是变量 x 的偶函数和奇函数)  
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组合成的一个复函数 
 e o( ) ( ) ( )x x xψ ψ ψ= +  (2) 

其频域波形 e oˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )ψ ω ψ ω ψ ω= + 具有极好的

紧支特性和盒形特征，如图 1 所示。因此可以考虑

对时域或频域的微弱信号直接进行提取，而不必通

过滤波得到有用的信号。由此可定义复函数 
 ( ) [exp(i4π ) exp(i2π )] /(i2π )x x x xψ = −  (3) 

 

图 1  复函数 ˆ ( )ψ ω 的频谱特性 
 



 机  械  工  程  学  报 第 40 卷第 9 期期   134 

为谐波小波[3]。ψ(x)的实数部分和虚数部分如图 2
所示。用 (2 )j x k− 代替式(2)中的 x(其中 j、k 均为整

数)，则式(2)可写为 
 e o(2 ) (2 ) (2 )j j jx k x k x kψ ψ ψ− = − + −  (4) 

小波的形状没有改变, 但它在水平方向上的尺度被

压缩了 2 j ，并且它的位置在新尺度上被传递了 k 个

单位(在原尺度下是 / 2 jk 个单位)。这与二进小波变

换在形式上一致。可以看出，j 的值决定了小波的

分解层，在 j=0 层，小波的 Fourier 变换出现在 2π～
4π 之间；在第 j 层，Fourier 变换谱出现在带宽

12 πj+ ～ 22 πj+ 之间。j 层频带带宽大于基本频带带

宽。令 2 ,jm = 12 jn += ，则相应的小波变为 

 ,
exp(i 2π ) exp(i 2π )( )

i2π ( )m n
n x m xx

n m x
ψ −

=
−

 (5) 

式(5)即是谐波小波在时域上的一般表达式。由式(5)
可看出，谐波小波在分解过程中不产生移相，具有

相位锁定功能。 

 

图 2  谐波小波函数 

重新定义 m、n 的取值： ,m n R m n+∈ <且 。即

m、n 在正实数域内可以取非整数值。给定谐波小波

位移步长 /( )k n m− ，则式(5)变为 
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此即带宽为 ( )2πn m− ,分析中心在 x=k/(n–m)的

谐波小波的一般表达式。对于时间离散信号 f d(r)，   
r =0,1,2, …, N–1，其谐波小波变换可写为 
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此即信号的离散谐波小波变换表达式。其频域

表达式为 

 ,
ˆˆ ˆ( , , ) ( ) [( ) ]m nW m n f n mω ω ψ ω= −  (8) 

由于谐波小波有明显的频域表达式,则可以求出 f d(r)
的频域值 ,然后由式 (8)求得 ˆ ( , , )W m n ω ,再由逆

Fourier 变换即可求得在 m, n 决定的尺度下的信号

的谐波小波变换 W。 

2  谐波小波包及其实现 

谐波小波时频表达式(7)或式(8)中的 m, n 决定

了小波变换中的层次，起着与二进小波变换中 2 j−

的 j 相同的作用。具体地说，若 fh 为最高分析频    
率，则 
 h2 , ,jn m f n m j Z−

+− = ∈  (9) 

很显然 n≥m。在谐波小波变换中，可设如下条件 

 
2 1
1 0

n m m
n m
= ≠⎧

⎨ = =⎩
 (10a) 

由此在式(9)中令 h2 jm f−= , 则 1
h2 2 jn m f−= = , 由

此给出谐波小波分解的频域分布图如图 3 所示。 
同样，若令 m = 0, 则由式(9)得 

 h2 , 0jn f m−= =  (10b) 
或者若令 hn f= , 则由式(9)得 

 h (1 2 )jm f −= −  (10c) 

由以上 3 种情况可看出, 随着分解层数的增

加，分析频域变小，但有若干频段不能在同一分解

层内得到，也就是只得到细化后的一部分频段和信

号。这与二进小波变换的特性是一致的(但比二进小

波变换灵活)。 
Newland 在其谐波小波分析中给出了各层上小

波所在的频段[3]，其特点是随着分解层数的增多，

分析频段逐渐趋向于高频，同样也有若干频段不能

在同一分解层内得到。 
以上 4 种情况给出了 m 和 n 的可能取值。4 种

情况谐波小波分析的结果都不能任意选取感兴趣的

分析频段。也就是说不能实现任意频段“任意细化”

的小波分解功能。为此, 采用二进小波包的分解思

想来实现自适应任意细化的谐波小波包分解。由式 
(9) 令分析频带宽为 
 h2 jB f−=  (11) 

 0, 1, 2, , 2 1
( 1)

jm sB
s

n s B
= ⎫

= −⎬= + ⎭
L  (12) 

(6)
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则在任意分解层上均能在整个分析频域内得到某一

个频段的分析结果。由此可得到谐波小波包的频域

分布，如图 4 所示。 

 
图 3  当 m=2－jfh, n=2m 时谐波小波分解的频域分布 

 

图 4  谐波小波包的频段分布图 

由图 4 可看出，如果对哪个频段的信号感兴 
趣，可以将信号分解到相应的层，并由式(11)和式 
(12)确定所要分析信号频段的上、下限。由此得到

谐波小波包变换的实现过程如下。 
(1) 根据先验知识和分析带宽、频段范围确定

感兴趣的频率成份所在的分解层和频段值，即由式

(11)和式(12)确定层数 j 和频段值 s。 
(2) 计算谐波小波的频域频段值 

,
1/[( )2π ]

ˆ [( ) ]
0m n

n m
n mψ ω

−⎧
− = ⎨

⎩
 

(3) 对离散时间序列信号 f d(r)进行 FFT，求得

其频域离散值 ˆ ( )df ω 。 

(4) 由式(8)计算所确定的频段的小波变换。可

以直接对所确定频段的变换信号进行频域特征   
分析。 

(5) 进行逆 FFT，得到小波变换后的时域信号，

从而对所确定频段的变换信号进行时域特征分析。 
可以看出，谐波小波包变换是非常简洁，容易

实现的。 

3  转子亚频轴心轨迹的谐波小波包 
提取 

为从转子的各倍频提取轴心轨迹，人们已进行

了多方面的研究，并且也已取得明显的效果[4,5]。但

是,以往的轴心轨迹提取方法不能任意细化到各个

感兴趣的频段,且实现起来相对复杂。利用谐波小波

分析在频域的优良特性和谐波小波包的频段任意细

化功能，在不同分解层和同一层上不同频段的局部

频谱进行细化分析,并进行逆变换，然后重构信号,
可提取到在某一个或某几个感兴趣频段的轴心   
轨迹。 

某转子稳态运转时出现亚频谱峰，采集 x 方向

上的振动信号的频谱分析结果如图 5 所示。可以看

出，转子的基频在 230 Hz 附近。而在 60 Hz、120 Hz
附近各有一个明显的亚频谱峰。  

由于基频信号和各倍频信号能量大，在同一截

面上互相垂直的两个信号同时采样，得到时域波形

后可以对基频信号和各倍频信号的轴心轨迹进行方

便的提纯。但亚频信号的能量贡献小，时域波形不

稳定，再加上有噪声的影响，导致轴心轨迹提取   
困难。 

 

图 5  某转子稳态运转时的幅值谱 

小波分析的消噪特性[6]可以方便地消除噪声对

亚频信号提取的影响。从前面的谐波小波分析和谐

波小波包分析结果看出，谐波小波包具有任意频段

2πm≤ω<2πn
其他

(13)
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任意细化的功能。这样，即使只有微弱能量的转子

亚频信号也可以得到提取，从而构成转子亚频信号

的轴心轨迹。 
针对图 5 中信号采样转子的同一截面，沿 x、y

两个方向同时采样，得到时域波形如图 6 所示。对

该两个时域数字信号进行谐波小波包分解，并提取

60 Hz、120 Hz 两个位置频段的时域信号，合成轴

心轨迹。其中，最高分析频率 fh =512 Hz，用谐波

小波分解到第 5 层( j=6)，则带宽 B=2－5 fh =512/32=  
16 Hz。这样 60 Hz和 120 Hz分别落在第 2频段(16～

31 Hz)和第 8 频段(112～127 Hz)。 

 

图 6  某转子稳态运转时的时域振动波形 

图 7 给出了该两个频段时域信号合成的轴心轨

迹。由此图可以看出，轴心轨迹都是清晰的椭圆，

没有杂乱的线条。可见，用谐波小波包对信号分解

后进行精确的频段提取，再进行重构，合成得到的

轴心轨迹不再需要进行额外的提纯。 

 

图 7  60 Hz、120 Hz 附近转子信号的轴心轨迹 

当然还可以再增加分解层数，使分析频段更加

精确，也可进一步消除噪声。不过，应使分析频率

尽量不要落在频段边界，以免出现波形畸变。该例

中若分解到第 6 层，则第 17 频段为 120～127 Hz，
则亚频谱峰 120 Hz 恰好频段的落在边界上。这样不

利于分析。 

为验证谐波小波包分析的正确性，图 8 给出了

60 Hz 和 120 Hz 处 x 方向振动信号重构的结果。可

以看出，重构信号可以较好地反应出此两处的振动

特性。 

 

图 8  60 Hz 和 120 Hz 处转子 x 方向振动

信号重构后的时域波形 

4  结论 

通过对谐波小波的分析，建立了谐波小波包分

析模型，给出了其实现过程，并用谐波小波包直接

实现了转子亚频轴心轨迹的提取。具体表现在以下

四个方面。 
(1) 谐波小波包具有任意频段信号分解能力和

精确的分析频段定位能力，也就是谐波小波包对信

号具有任意频段“任意细化”的分解功能。这是以

往小波分析方法所不具备的。 
(2) 谐波小波包既有谐波小波的相位锁定优

点，对于信号分析的频域定位十分方便，又有简洁

明了的表达和运算特点。具有很好的实用性。 
(3) 用谐波小波包不但能够对转子的基频和

倍频振动信号在频域进行频段提取，而且可以方便

地提取能量微弱的转子亚频信号，可直接重构得到

轴心轨迹。这是以往轴心轨迹提取方法所难以完 
成的。 

(4) 由谐波小波包变换得到的频域特征信号可

以较好地重构原始时域特征信号。 
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HARMONIC WAVELET PACKETES 
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Nanjing University of Aeronautics and 
Astronautics, Nanjing 210016) 

 

Abstract：The advantage of harmonic wavelet is analyzed. On 

the basis of research for part decomposition in frequency 

domain, the expression for harmonic wavelet packets transform 

on frequency section is put forward. The realizing method of 

harmonic wavelet packets transform is given out. The ability of 

harmonic wavelet analysis on arbitrary detail of frequency 

section is realized. The vibration signal of rotor is analyzed in 

detail frequency section. The real vibration of high speed rotor 

is analyzed by harmonic wavelet packets transform. At the 

same time of obtaining detail spectrum, the orbit of rotor’s 

sub-frequency signal is accurate obtaining directly. This is 

difficult in general method. The satisfied results are received. 

This provides the new method for signal analysis of rotor fault.  
Key words：Harmonic wavelet packet  Rotor   

Sub-frequency  Orbit 
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(上接 132 页) 
zone is formed round the carburetor nozzle, the lower pressure 

in the carburetor plunger full-opened is lowest than semi-opened, 

but the airflow velocity in the carburetor plunger full-opened is 

bigger than semi-opened. The throat of a nozzle has the maxi- 

mum velocity. The twin vortices is obvious in cylinder and inlet 

pipe entrance. The asymmetry vortices is also obvious in the 

carburetor plunger semi-opened. The asymmetric velocity still 

exists on the cross section located the 2 diameter distance form 

cylinder head bottom. The characteristic of pressure field is 

sameness with velocity field. 
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