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摘要：在分析轮系结构特征及状态特征的基础上，完善包涵两类特征的拓扑图；认识到轮系是一个物理系统，提出网络问题

是解决轮系物理特征的系统化图论模型，并发现轮系拓扑图满足基尔霍夫定律；在分析拓扑图物理特征的基础上，结合拓扑

图几何特征，提出支路特性矩阵、切割特性矩阵用于构建系统化研究的数学模型，即回路方程组、切割方程组，为系统地研

究周转轮系结构特性、状态特性提供新的理论基础。以实例论述这一理论的具体应用。 

关键词：网络问题  图论模型  基尔霍夫定律  数学模型   
中图分类号：TH128 

 
System Mathematic Model of Epicyclic Gear Trains 

 
XUE Longquan1  LEI Yarong1  SONG Nianlong2 

(1. School of Mechanical Instrumental Engineering, Xi’an University of Technology, Xi’an 710048; 
2. School of Automatization and Communication Engineering, Xi’an University of Technology, Xi’an 710048) 

 
Abstract：On the basis of analyzing structure character and state character of epicyclical gear trains (EGTs) , topological graph is improved. 

It is realized that gear trains is a physics system , and net problem is presented that is a systems graph theory model applied to solve physics 

character of EGTs. It is found that topological graph accords with Kirchhoff ’s law. On the basis of analyzing physics and geometry character 

of topological graph, branch-characteristics matrix and cut-characteristics matrix are presented, the two are applied to create a systems 

mathematic model, namely loop-equations and cut-equations. A new fundamental theory is presented for structure characteristics and state 

characteristics of EGTs based on systems research. And it is applied to velocity, torque and bifurcated power characteristics of EGTs with an 

example. 
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0  前言* 

1970 年，BUCHSBAUM 等[1]首次将图论思想

引入轮系，提出轮系运动结构的图形表示法；后在

1990 年 PENNESTRI 等[2]最先将图论思想应用于轮

系传动性能的分析。近年，众多研究者基于图论思

想，从事周转轮系系统化研究，但包含轮系结构特

征的拓扑变换图(轮系结构特征的图形模型)，是否

是同样包含轮系状态特征的拓扑变换图(轮系状态

特征的图形模型)。对于这个问题的正确认识，关系

到系统化研究图论模型的建立，即轮系系统化研究

的定性问题；而对于轮系系统化研究的定量问题属

于数学模型的构建。 
笔者认为，轮系图论模型与数学模型间的意义

                                                        
 20070413 收到初稿，20070909 收到修改稿 

有所不同。本文即是基于图论思想，阐述了两者的

确切含义，确立周转轮系图论模型；在此基础上，

着重论述轮系传动性能系统的数学建模过程，即构

建传动系统的数学模型。  

1  系统化研究的图论模型 

1.1  轮系结构特征的图形模型 
从拓扑变换图是否完整表示周转轮系结构特   

征出发，分两种情况、依据三方面指标进行分析：

①“图”的运动拓扑性反映是否明确，运动拓扑性

具体指轮系各构件间的联接特征。②“图”中构件

性质是否明确，构件性质具体指按轮系中构件的运

动情况和所属功能将构件来划分。③“图”的整体

结构拓扑性反映是否明确，整体结构拓扑性具体指

不同性质的构件所属的层不同。各类具有代表性的
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“图”详细评价如表 1。 

表 1  轮系结构特征的图形模型评价表 

轮系结构 图形表示 运动性质情况 整体结构情况

 

A、B 图能反

映轮系运动拓扑

性，但构件性质

不明 

A、B 图均不能

反映轮系整体结

构拓扑性 

C 图能反映轮

系运动拓扑性，

但重要构件性质

不明 

C 图能够反映

轮系整体结构拓

扑性 

 

D 图能反映轮

系运动拓扑性，

但构件性质不明 

D 图局部反映

轮系结构拓扑性；

但 关 键 结 构 未

反映 

 

E 图能反映轮

系运动拓扑性，

但构件性质 不 

明确 

E 图未涉及反

映轮系整体结构

拓扑性 

 

 

 

F 图能反映轮

系重要运动拓扑

性，构件性质很

明确 

F 图在轮系整

体结构拓扑性反

映欠缺 

注：A、B 图是文献[1]提出的图形表示法及简略图形法。 
C 图是文献[4]提出的规范图。 
D 图是文献[3]提出的复接头运动链图。 
E 图是文献[5]提出的基于运动分离的轮系图。 
F 图是文献[6]提出的基于功能离散法的拓扑图。 

据表 1 分析知，迄今为止尚无经拓扑变换能够

完整反映轮系运动拓扑性、整体结构拓扑性、而且

构件性质明确的拓扑变换图，即能完备体现周转轮

系结构特征的图形模型需待完善。 

1.2  轮系状态特征的图形模型 
在周转轮系系统化研究方面，文献[9]沿袭复接

头运动链图，提出复铰图画表示法用于周转轮系的

运动分析，此方法通过 K-H 单元与图画表示中的三

顶点形成基本回路互相对应，得出基本运动方程，

能够很好地进行运动分析。但对此问题的解决途径，

是依据“图”中特殊几何特征(形成三角形)对应轮

系特殊结构(K-H)，映射传统的轮系传动性能分析公

式；虽有其合理性，但并不易于更深入地研究。文

献[4]提出规范图，并用于周转轮系运动分析，解决

思路是按行星轮分离规范图，而后基于基本轮系

(K-H-V、2K-H、3K)进行运动分析，该思路体现了

轮系演化的本质，最终归于传统分析方法。作者通

过研究，发现上述两种解决思路殊途同归，将用于

型综合的拓扑图套用于传动性能系统的研究，混淆

了结构特征图形模型与状态特征图形模型的内涵；

在解决方法上，并未建立数学意义的图形模型几何

特征，仅局限于周转轮系的特性要素，失去了引入

图论思想的意义。 
笔者经过研究发现，目前应用于轮系传动性能

系统分析的“图”，可分为三类：一类是基于轮系传

动性能系统的状态特征图形模型，如文献[2]；第二

类属于轮系结构特征图形模型，如文献[3-4，9]；第

三类属于图解法，如文献[10]。在上述几类图中，

仅第二类图考虑到周转轮系的系统化研究。表 2 对

文献[3-4，6]中提出的图依据三方面指标进行分析评

价：①“图”的状态特征拓扑性反映是否明确，状

态特征拓扑性就是图中节点所属性质。②“图”的

物理特征拓扑性反映是否明确，物理特征拓扑性就

是决定周转轮系传动性能的独立物理参数。③“图”

中特殊状态反映是否明确，特殊状态就是周转轮系

传动过程的特殊性质。 
表 2清楚表明文献[6]拓扑图较完整地体现出周

转轮系的状态特征，结合表 1 的分析，本文将在完

善文献[6]拓扑图的基础上，建立适合周转轮系系统

性研究的图形模型。 

表 2  轮系状态特征的图形模型的评价表 

轮系结构图 图形表示 运动状态情况 物理特征情况 

 

C 图状态

特征拓扑性

反映明确；但

其特殊状态

反映不明确   

C 图物理特征

拓扑性反映明确 

 

D 图状态

特征拓扑性

反映明确；但

其特殊状态

反映不明确   

D 图物理特征

拓扑性反映明确 

 

F图状态特

征拓扑性反

映明确；特殊

状态反映明确 

F 图物理特征

拓扑性反映明确 

1.3  周转轮系系统性研究的图论模型 
由上面分析可知，拓扑图在整体结构拓扑性表

示上有欠缺，结合轮系传动系统深入研究的需要，

作以下改进：① 用点划线在同轴输入、输出上表示

同轴构件之间有间接联系。② 将处于同一回转轴线

的功能构件所表示的点放在同一层。③ 若三角形不

与点划线上任意点固结，则表示机架的三角形符号

在图中不出现，寓意在图下方无限远处，反之出现。 
④ 处于不同层的构件与机架构成回转副，图中用细

实线表示异层构件间构成间接回转副。图 1 所示为文

献[6]拓扑图(图 1b)与完善后的拓扑图(图 1c)作比较。 
从物理的观点来看，拓扑图问题研究的是各个

物理元素相互连接的周转轮系系统，并根据元素的  
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      (a)                (b)                (c) 

图 1  轮系结构图及拓扑图 

特性以及这些元素在系统中相互联系的方式预测轮

系所发生的作用；换言之，拓扑图问题是反映轮系

物理特征的问题。在图论中，网络问题[7]是解决系

统物理特征的图论模型。由上述，理论上拓扑图问

题就是网络问题，即拓扑图问题是周转轮系系统性

研究的图论模型。因此，可将网络问题的研究方法

用于拓扑图问题的研究。 

2  轮系传动系统的数学模型 

对于轮系系统化研究的图形模型，若图 1 中节

点表示轮系结构的功能构件，边表示各构件间的联

系性质，则可得到用于轮系型综合的数学模型。文

献[6] 对此有详述，本文着重赋予拓扑图以数学意

义，构建周转轮系传动性能系统的数学模型。为区

分两方面研究用的图形模型，称用于型综合的图为

基础拓扑图，而用于传动系统的图称为传动拓扑图。 
2.1  拓扑图的几何特征 

图论研究中认为，一个网络的几何特征与它各

支路的组成元素无关。基于网络问题的几何特征数

学表达方法，建立数学意义上的拓扑图问题几何特

征表达式。 
2.1.1  拓扑图定理 

从拓扑图表示中，分析周转轮系结构，行星轮

是轮系结构中唯一与机架无连接关系的功能构件，

其他构件均与轮系结构中机架有直接连接或是间接

连接关系。若取掉拓扑基本单元[6]中粗实线，可获

得图的生成树如表 3，得到下面定理。 

表 3  基本单元的几种图 

基本单元(K-H、

2K-H、3K) 

添加机架的 

基本单元 

取掉粗实线的

基本单元 

注：平行四边形代表的 W 结构在拓扑图中仅表示该轮系的输出结

构，并不代表构件。三角形表示机架。 

拓扑图定理 1  若一周转轮系结构转化为一个

n 阶拓扑图 G，则此 n 阶拓扑图中细实线数等于 n，
该轮系结构具有 n+1 个构件。 
2.1.2  传动拓扑图中的三种重要矩阵 

传动拓扑图是一个有向图 G(n, b)，箭头方向取

轮系运动传递方向，基于拓扑图的生成树介绍三种

重要矩阵。 
(1) 基本关联矩阵。在一有向图 G 的关联矩阵

中，若取某一节点为参考节点，得到秩为 n–1 的矩

阵称为基本关联矩阵，用符号 A 表示。 
(2) 基本回路矩阵。对于一个回路秩为 m 的       

连通有向图 G，与 G 中 m 个回路集合相对应的       
G 的回路矩阵称为 G 的基本回路矩阵，用符号 B       
表示。 

(3) 基本割集矩阵。对于一连通有向图 G，与 G
中 r 个割集集合相对应的切割矩阵称为 G 的基本割

集矩阵，用符号 Q 表示。 
A 完整地表示出传动拓扑图中节点与边的几何

特征，已知 A，便可直接绘制出传动拓扑图；B 基

于拓扑图的生成树，从传动拓扑图的基本回路角度

表示了它的几何特征；Q 则从传动拓扑图的节点特

殊性角度表示了它的几何特征。 
2.2  拓扑图的物理特征 

拓扑图问题就是一个网络问题，这里借用网络

问题的解决方法来研究拓扑图问题。 
2.2.1  拓扑图问题 

考察电网络 P=UI，若认为电网络中主线路 I
恒定不变；那么引起电压变化是由电网络中的物理

参数 R 导致。而相对应轮系拓扑图中 P=Mω，若将

轮系的整个传动过程视为匀速旋转，且不计摩擦，

即整个轮系处于平衡状态，那么ω的变化是由拓扑

图中的物理参数，即轮系结构参数 isg
h 来决定。由

上述分析可知，在假设前提下，自然取拓扑图中的

点为节点，因轮系中每一构件所受外力矩和为零，

这样在理论上便满足基尔霍夫电流定律；相应拓扑

图回路内速度变化值的代数和必为零，理论上满足

基尔霍夫的电压定律。 
从抽象的观点看，任何一个集总参数周转轮系

能够用拓扑图来描绘，边表示轮系的组成部分，边

的权描述该组成部分的要素。因此，拓扑图在假设

前提下满足基尔霍夫定律。 
结合传动拓扑图的几何特征，有如下定理。 
拓扑图定理 2  若一平面周转轮系转化为一个

G(n, b)拓扑图，若拓扑图各边表示相应节点的角速

度变化矢量权值，则回路中矢量和必为零，即传动

拓扑图的基本回路矩阵(B=m×b)可用于运动特性分
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析，回路秩 m 是该拓扑图的基本回路个数；若拓扑

图各边表示相应节点间作用力变化矢量权值，则拓

扑图的基本割集矩阵(Q=r×b)可用于力矩特性分析，

矩阵的秩 r 是该拓扑图的基本切割数。 
2.2.2  拓扑图的物理参数 

得到拓扑图两个定理，从拓扑图定理 1 得知拓

扑图节点数与细实线数相等。而拓扑图节点数即是

平面周转轮系中的活动构件数；细实线数即是轮系

中的回转副数(pl)；粗实线数即是轮系中的高副数

(ph)。因此，对拓扑图应用平面机构自由度计算    
公式 
 h h3 2F n p p n p= − − = −  

即  

 hp n F= −  (1) 

若设平面周转轮系有 N 个构件，则 

 1N n= +  (2) 

由式(1)、(2)得到 
 h 1 ( 1)p N F N F= − − = − +  (3) 

对于式(3)解释如下，ph 是拓扑图中粗实线数，

而 F+1 是平面周转轮系中已知运动状态的构件数，

那么，N–(F+1)就是轮系中未知运动状态的构件数。

从以上分析得知，式(3)表明轮系中未知运动状态的

构件数等于拓扑图中的粗实线数。 
结论 1  拓扑图具有的独立物理参数(轮系的结

构参数)等于它的粗实线数；换言之，基于传动拓扑

图进行轮系运动特性分析时，需要的独立方程个数

等于该图中的粗实线数。 
结论 2  依据传动拓扑图进行运动特性分析

时，该图基本回路矩阵的秩应等于它的粗实线数；

换言之，该图基于它的任何一个生成树，得到的基

本回路数一定等于该图的粗实线数。 
2.3  传动拓扑图的数学模型 

因轮系传动性能主要取决于齿轮高副，所以，

本文研究中仅考虑齿轮高副这个物理参数。 
有向拓扑图 G 满足以下三个公式。 
(1) 应用基尔霍夫电流定律 

 QM=0 (4) 
式中 M 表示力矩流的矢量，称为 G 的力矩流矢量。 

(2) 应用基尔霍夫电压定律 
 Bω=0 (5) 
式中ω表示各边速度变量的矢量，称为 G 的支路速

度矢量。 
(3) 周转轮系结构特性矩阵 

 sI s

pII

           
  

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= = + ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

FM
K M R

F0
ω

ω
ω

 (6) 

式中 K 为给定的 b×r 阶矩阵，称为支路特性矩阵；

ωI 是拓扑图中，包括主轴线以上各细线边矢量；ωII

是主轴线以下细线边矢量及各节点相对机架的角速

度变量。式(6)中 R 为给定的 b×b 阶矩阵，称为切割

特性矩阵；Ms 是拓扑图“节点”的权值，即机构简

图中的已知构件矩值；Fs 是具有权值节点对应矢

量；Fp 是其余割集对应的矢量。 
将式(6)代入式(5)得到 

 BKω=0 (7) 
将式(6)代入式(4)得到 

 s ss

p p
          

    
⎛ ⎞ ⎛ ⎞−⎛ ⎞

= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

F FQM
Q R F

F F0
 (8) 

式(8)是力矩特性研究用的数学模型，称为切割方程

组；式(7)是运动特性研究用的数学模型，称为回路

方程组。 

3  传动性能系统 

3.1  平面周转轮系运动特性的分析实例 
例  如图 2 所示为一封闭式差动轮系机构简

图。设 z1=z7=31，z2=z5=35，z3=z6=97，各轮模数均

为 m，轮 2 为主动构件，且其角速度为ω2，输入力

矩为 M2。试进行运动分析。 
解：由图 2 的机构简图，作基础拓扑图、拓扑

图生成树-t，并据生成树-t 判断传动拓扑图的基本回

路。按其拓扑图生成树，可知此传动拓扑图有 4 个

基本回路，图 2 示有 1(2 1 3)、2(2 1 4)、3(2 1 3/5 7)、
4(1 3/5 7 6/4)。 

 

  (a) 机构简图       (b) 基础拓扑图        (c) 传动拓扑图 

 

(d) 拓扑图生成树-t    (e) t-支路特性拓扑图   (f) ω -矢量拓扑图 

图 2  封闭差动轮系结构图及拓扑图 

由式(7)写出如下各矩阵 
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即有如下矩阵 
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式中 k1=z1/z2；k2=z/z3；k3=z7/z5；k4=z7/z6。由矩阵可

解得：ω4=0.087ω2，ω3= –0.242ω2，ω1= –0.516ω2，

ω7=0.273ω2。 
3.2  平面周转轮系力矩特性的实例分析 

用上例作力矩特性分析，若设ω2=1，M2=1。可

解得各构件角速度，知转化轮系与原轮系运动传递

路线一致。具体分析过程如下所述：若ωk
h 与ωk 同

向，则 k 主动轮在原周转轮系与转化轮系地位一致，

按原周转轮系运动传递方向，画出如图 3 所示 F-
矢量拓扑图；若ωk

h 与ωk 反向，则 k 主动轮在原周

转轮系与转化轮系地位相反，按转化轮系运动传递

方向，画出 F-矢量拓扑图。 

 
   (a) 拓扑图生成树-t   (b) t-切割特性拓扑图   (c) F 矢量拓扑图 

图 3  轮系拓扑图 

据图 3，写出如下基本切割矩阵 Q，切割特性

矩阵 R，F 矢量矩阵 
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由式(8)有下矩阵 
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式中 r1=mz1/2， r2=mz2/2， r3=mz3/2， r5=mz5/2， 
r7=mz7/2。由以上矩阵可解得：F21=0.029×2/m，F13= 
–F21= –0.029×2/m，F14=0.057×2/m，F57= –0.792×2/m，

F76= –F57=0.792×2/m，M4=11.45。 
3.3  平面周转轮系功率特性的实例分析 

据传动拓扑图，结合式(7)分析轮系的运动特

性，得到轮系各构件的角速度；继而采用反转法得

到轮系的运动传递拓扑图。又结合式(8)分析轮系的

力矩特性；得到轮系的力流流向拓扑图。据此可判

断轮系中力有无分流、功率有无分流及有无循环功

率。具体判断如流程图 4 所示。  

 

图 4  轮系功率特性判定流程图 

同样用上面例子，运动特性分析结果是：转化

轮系与原轮系运动传递方向一致，得到图 5 所示运

动传递拓扑图；力矩特性分析结果是：依运动传递

方向画出图 5 力流失量拓扑图。 
解：由图 5 可以观察到，运动传递拓扑图中不

存在有向回路，并且两种拓扑图传递路线不一致。

若按照图 7 的周转轮系功率流特性判断流程图，可

以得知，此实例属于功率并未分流，而力进行了   

分流。 

 

         (a) 运动传递拓扑图       (b) 力流矢量拓扑图 

图 5  轮系拓扑图 

对于上面分析结果，可以用传统计算方法验

证，本文不再赘述。 

4  结论 

从图论思想出发，确立了用于周转轮系系统化

研究的图论模型；基于轮系传动系统属于物理系统，

构建了用于平面周转轮系系统化研究的数学模型；

并举实例对传动系统性能具体分析。 
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