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摘要：针对一类迟滞非线性系统的动力学建模，提出了一种新的建模方法。该模型用高次非对称弹性力、粘性阻

尼力及双折线记忆恢复力的机理构造，识别时应先采用分离算法识别各刚度和阻尼系数，再建立其与振幅和频率

的函数关系。用所建模型重构的恢复力－位移迟滞回线表明：该模型能很好地描述这类非线性振动系统的特性，

提出的建模及参数识别方法实用且有效。 

关键词：非线性迟滞  数学建模  参数识别 

中图分类号：TH113  O322 
 

0  前言* 

在减振缓冲系统中，近年来出现了一些具有非

线性迟滞特性的干摩擦弹性阻尼元件，如钢丝绳、

金属橡胶制作的隔振器，这些元件在高低温、腐蚀

环境等特种工况下能表现出良好的阻尼隔振性能，

具有广泛的应用前景，但从相关文献可知，其刚度

和阻尼特性很复杂，呈现强非线性，且与振幅和频

率均有关，因此，关于这类系统的理论分析与工程

化研究一直是动力学设计和优化领域的前沿性课

题。如中科院力学所进行钢丝绳钢制框架的基础隔

振试验，识别了钢丝绳减振器的等效刚度和阻尼，

取得了比传统框架隔振器更好的减振效果[1]；上海

船舶运输研究所经过反复试验，研制了 SJ-1型钢丝
绳减振器，并在许多工程车辆上得到使用[2]；西安

交通大学振动与噪声控制研究所，将碗型金属橡胶

减振器用于某型导弹惯性平台的减振缓冲，结果表

明金属橡胶阻尼元件不但具有钢丝绳的大部分优异

性能，还可根据需要制成各种形状，具有很大灵活

性[3]；北京航空航天大学将环形金属橡胶减振器安

装在轴承外环与轴承座之间，进行了大量的减振缓

冲试验，充分证明了金属橡胶的减振性能超过了

SFD，且能可靠地工作在高低温环境下[4]。 

1 非线性迟滞系统数学建模 

1.1  文献简述 
数学模型可分为参数模型与非参数模型。如传
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递函数、微分方程等称为参数模型；瞬态响应曲线

和频率响应曲线称为非参数模型。后者由于不显含

物理参数，意义不大。 
从近期文献看，用于描述这种非线性迟滞特性

的参数模型有很多，如参考文献[5]指出的用于描述
迟滞系统随机响应的一阶微分方程模型，这种模型

对各种形状的迟滞回线均有较高的拟合精度，但其

中各参数的物理意义不明确，模型形式不利于辩识，

而且弹性力和阻尼力在恢复力表达式中不显含，不

利于理论分析。 
参考文献[6]提出了基于曲线拟合分解的复合
型阻尼力模型，这种模型对于大位移时的钢丝绳等

迟滞系统有比较高的精度，但它没有考虑无记忆弹

性恢复力拉压时的非对称性，所以分解出的弹性力

精度有待提高，而且此模型中的阻尼成分函数的概

念不适于理解其阻尼机理。 
参考文献[7]利用 Masing模型,通过对金属橡胶
隔振器的最初加载曲线进行坐标变换，得到了变形

与力的非线性关系，但这种方法不适于分析弹性元

件动态加载时恢复力与振幅和振动频率的关系。 
综上所述，对于钢丝绳、金属橡胶等非线性迟

滞系统，目前尚无一种能较好地建立反映其迟滞特

性的动力学模型的方法，为此，在大量试验与理论

分析的基础上，提出了一套既符合系统物理作用机

理，又能反映系统恢复力随振幅与频率变化的建模

与参数识别方法。 
1.2  非线性迟滞模型及其线性化方法 
理论与试验表明，由于制作类似金属橡胶、钢

丝绳等弹性阻尼元件的钢丝间的摩擦、挤压和滑移

等细观力学作用，这种元件宏观上会呈现出类似弹

塑性材料的本构关系，导致恢复力与变形历史之间
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具有所谓的记忆特性，据参考文献[8]可用双折线迟
滞恢复力来描述；从参考文献[9]可知，这类元件自
由振动响应的相邻周期阻尼系数变化不大，即其中

存在粘性阻尼成分；根据参考文献[10]的振动台加
载扫频试验，在相同振动幅值下，经过对同一组金

属橡胶试件的正反向扫频，反向扫频的谐振频率和

谐振点的加速度传递率峰值明显低于正向扫频，证

明其刚度存在三次非线性；在参考文献[11]中对金属
橡胶材料进行了位移控制下动态加载试验，发现其

弹性恢复力是正反不对称的。再者，考虑一般情况，

此类元件的刚度与阻尼都是频率和振幅的函数，故

提出非对称弹性粘性阻尼双折线迟滞恢复力模型。 
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式中  ( )y t , ( )v t ——弹性元件的位移、速度 

考虑到弹性恢复力的奇次性，非对称高次弹性
力 (sgn ( ) , ( ) , , )kF y t y t A ω 可表示为式 (2)，其中，

2 1 ( , )ik A ω− ， 2 1 ( , )ik A ω−
% 为各阶与振幅、频率有关的

正反向刚度函数。 
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( , )c A ω 表示与振幅、频率有关的粘性阻尼系数
函数， ( , , )z t A ω 表示与变形历史有关的双折线关系

记忆恢复力，其增量方程为 
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式中， ( , )sk A ω 、 ( , )sz A ω 、 ( , )sy A ω 分别表示与振

幅、频率有关的未产生滑移时的线性刚度函数、滑

移时的记忆恢复力函数、金属丝间发生宏观滑移的

滑移极限函数，图 1是双折线本构关系。 

 
图 1  双折线本构关系 

模型式(1)是一具有四个自变量的复杂的关于多

种函数的泛函问题，其中各阶正反向刚度函数

2 1 ( , )ik A ω− 、 2 1 ( , )ik A ω−
% ，粘性阻尼函数 ( , )c A ω ，以

及与双折线记忆恢复力有关的 ( , )sk A ω 、 ( , )sz A ω 、
( , )sy A ω 取什么函数形式，与具体迟滞系统有关。这

些函数的确定可分为以下几步：①求出不同频率和振

幅下的迟滞回线的拟和曲线，得到式(1)中对应的各
阶离散的正反向刚度系数、粘性阻尼系数、双折线模

型中的滑移记忆恢复力及滑移极限。②找出这些数值

随频率和振幅的变化趋势，从而假设它们的函数关系

表达式，再利用参数识别算法寻找式中的各参数。 
由此思路，先确定固定振幅 0A 与频率 0ω 式(1)

中的各离散函数值，即对式(4)参数识别。 
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可知式(4)中，前两部分里关于各待识别参数

2 1 0 0( , )ik A ω− ， 2 1 0 0( , )ik A ω−
% 及 0 0( , )c A ω 为线性关系，

但因为 0 0( , , )z t A ω 是一具有记忆特性的非线性泛

函，可利用正弦位移输入下的双折线恢复力的傅里

叶级数展开[8]，进行线性化处理。 
设 y为位移控制下弹性元件的变形量 

 0 0( ) sin( )y t A tω ϕ= +  (5) 

引入坐标变换 
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则式(6)变为          
 0 0cosy A ω τ=            (7) 

根据关系式    
 0 0 0 02 ( , ) cossA y A Aω θ− =        (8) 

推得如下等式 
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因为此时双折线恢复力 z (τ)是周期函数，可用 
傅里叶级数逼近，经过繁琐的推导，同时根据傅里

叶系数的衰减性质取一阶近似，z (τ)最终可表述为 

0 0 1 0 0 1 0 0( , , ) ( , )cos ( , )sinz A A Aθ ω α ω θ β ω θ≈ +% % % 
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(11) 
式(10)是一个关于 1 0 0( , )Aα ω 和 1 0 0( , )Aβ ω 的线
性模型，而 0 0( , )sz A ω 和 0 0( , )sy A ω 通过非线性表达

式(11)与之联系。这样，式(4)就可以表示成式(12)
的线性结果。 
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此模型中所有参数皆为线性，理论上虽然可以

一次性整体识别所有参数，但要求测试系统信噪比

很高，实际使用时容易产生病态，因此又提出参数

分离识别算法。 

2  模型参数的识别 

2.1 非线性迟滞模型的分离参数识别方法 
为简约，推导过程省略振幅参数 0A 与频率参数

0ω 。由迟滞恢复力模型式(4)可知，总的恢复力F 迟
滞回线图 2a，是由非对称高次弹性恢复力 kF 图 2b，

一次粘性阻尼力 cF 图 2c，双折线恢复力 ( )Z t 图 2d

迭加而成的。图 2中相同的两条长画线表示正反向
振幅处 my± ，相同的两条点线表示 2m sy y± m 处。 

 
图 2  非对称弹性粘性阻尼双折线迟滞恢复力模型分解 

2.1.1  迟滞回线多项式拟合 
首先可以将总的迟滞回线分为 hF , hF%, lF , lF%四
条，其中， hF ， lF 半支迟滞回线可以用幂函数多项

式拟合表示为 
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将式(13)和式(14)中的幂函数多项式的奇、偶次
项分开写，可进一步表示为 
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经以上处理， hF 可以分解为 1 2,h hF F 两部分， lF

可以分解为 1 2,l lF F 两部分。其中， 1 1,h lF F 为单值非

线性函数， 2 2,h lF F 为双值非线性曲线。注意：由图

2 可知，不能认为 1 1,h lF F 在 ( )m my y yτ− > > 仅表示

非线性弹性恢复力，因为双折线恢复力在

0 ( ) 2m sy y yτ< < − 范围内关于横轴是对称的，在

( ) 2m m sy y y yτ> > − 则是不对称的。但是一般情况

下，记忆环节的滑移极限 sy 很小，这样可以认为在

0 ( ) 2m sy y yτ< < − 区间内， 1hF 的物理含义为正向变

形时的弹性恢复力， 2hF 的物理含义为一次粘性阻

尼 力 与 双 折 线 滞 迟 力 之 和 ； 同 理 ， 在
2 ( ) 0m sy y y τ− + < < 区间， 1lF 的物理含义为反向变

形时的弹性恢复力， 2lF 的物理含义为一次粘性阻

尼与双折线滞迟力之和。因此，根据 1hF ， 1lF 可构

建恢复力 1 ( )F τ ，即有 

 1 ( )F τ = 1hF + 1lF  (17) 

1 ( )F τ 表示在 ( ) 2m sy y yτ < − 区间，非对称弹性

恢复力随时间的变化。 
2.1.2  粘性阻尼系数 c和滑移时记忆恢复力 sz 分离

识别 
粘性阻尼力和双折线干摩擦阻尼力与位移形

成纯滞迟曲线，因此有 

2 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )     2m sF F F cv z y y yτ τ τ τ τ= − = + < −  

(18) 
根据图 2c 和图 2d 不难发现，在速度取极大值点

mτ τ= 附近，式(18)可表述为 

 2 ( ) ( )m l m l sF cv zτ τ+ += +  (19) 

式中，0 ( ) 2 ,  , 2 ,  m l m sy y y lτ λ λ+< < − = L ，这样可

(12) 

(15) 

(16) 
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形成关于待识别参数的线性识别矩阵方程 A B=η ，

其中 A为系数矩阵， [ , ]sc z=η 为待识别参数矢量，

B 2 2 2[ ( ), ( ), ]m mF Fλ λτ τ+ += L T为粘性阻尼力与双折线

滞迟力之和。一般大位移条件时具有很高的信噪比，

可直接利用普通最小二乘法识别出粘性阻尼系数 ĉ
和滑移时记忆恢复力 ŝz 。 

2.1.3  滑移极限 sy 分离识别 

一次粘性阻尼力识别出来后，可进行如下运算
ˆ( ) ( ) ( )z F cvτ τ τ= − ， ( )z τ 近似表述为 
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式中  ( ) cosmy t y θ= % 

在 ( ) ( ) 2θ τ θ τ→ + π% % 一个周期内，考虑式(10)及

三角函数的正交性，有如下积分关系成立 

 
( ) 2

1( )
( )sin dz

θ τ

θ τ
τ θ θ β

+ π
= π∫ % %  (20) 

根据式(20)可以得到双折线傅里叶级数展开系

数 1β 的估计 1̂β ，联系式(11)，可以立即得到滑移极

限 sy 的估计 1̂ˆ 1
ˆ4s m
s

y y
z
β π

= +  
 

。 

2.1.4  非线性弹性恢复力识别 
得到滑移极限和滑移时记忆恢复力的估计 ŝy

和 ŝz 后，根据式(3)立即得到双折线记忆恢复力 ( )z τ
的估计 (̂ )z τ ，并构建恢复力 3 ( )F τ 。 

 3 ( )F τ = ˆ ˆ( ) ( ) ( )F cv zτ τ τ− −   (21) 

3 ( )F τ 正向变形部分为 3 [ ( )]hF y τ ，将其反向延拓

为 3 [ ( )]hF y τ% ，即 3 [ ( )]hF y τ% = 3 [ ( )]hF y τ− −% ，这时可运

用多项式拟合，得到正向变形非线性弹性恢复力估

计 2 1
ˆ ( 1,2, )ik i− = L 。同理，可得到反向变形非线性弹

性恢复力估计 2 1
ˆ ( 1,2, )ik i− =% L 。 

至此，所有参数识别完毕。 
2.2  金属橡胶弹性元件恢复力模型参数识别 
金属橡胶是一种新型弹性减振材料，它是以不

同规格的金属丝为原材料，经螺旋缠绕、拉伸和模

压等特殊制备工艺成形的。其内部结构是细金属丝

相互交错、勾联形成的类似橡胶高分子结构那样的

空间网状大分子链接形态，这种材料受到载荷时可

以耗散大量的振动能量，是一种非常理想的可替代

橡胶的高弹性、大阻尼弹性元件[12]。 
为验证本迟滞恢复力模型及算法的正确性与

精度，在材料试验机上对金属橡胶弹性元件进行了

正弦位移加载试验，元件密度 32 10× kg·m–3，金属

丝直径 0.15 mm，金属丝螺旋卷直径为 2 mm。经过
对动态测试数据的深入分析后，可知其各阶正反向

弹性刚度与频率ω 无关，只与振幅有关，而干摩擦

阻尼及粘性阻尼情况较为复杂，则由式(1)提出数学
模型 
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ω ω
= +
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式中 
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由分离参数识别算法对每一迟滞回线进行参

数辨识，可以得到各阶刚度函数、粘性阻尼系数函

数、滑移时记忆恢复力函数及滑移极限函数在每种

工况下的值，分析这些数据随振幅和频率的变化趋

势，进一步提出它们的数学表达式 
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π
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然后利用非线性参数辨识的 Marquardt 法编制
计算机程序，根据已得到的各个工况下的离散函数

值对式(23)～(26)中各待识别参数进行辨识。得到 

3 2 2
1( ) 2.14 3.29 10 1.93 10 9.98k A A A A= − × + × +  

3 2 2
1( ) 6.03 3.59 10 2.18 10 5.64k A A A A= − × + × +%  

2 4 1 3
3

2 2
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× + × +
 

2 4 1 3
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2 2
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3 5 2 4
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2.086

0.917( , ) 19.692
( / 2 )s

A
z A ω

ω
=

π
 

3 2 2( ) 2.157 4 10 2.925 6 10 0.128 9sy A A A− −=− × + × +  

这样，由恢复力表达式(22)可以重构出不同振
幅和频率下的恢复力迟滞回线。为了证实该模型的

正确性，下面绘出不同频率及振幅下数学模型重构

的恢复力－位移迟滞回线，并画出对应的试验实测

曲线，如图 3a～3c 所示，图中虚线为理论拟和曲线，
实线为试验曲线。由图 3可知，理论迟滞回线和试
验迟滞回线吻合得很好，由此表明，提出的非对称

弹性粘性阻尼双折线迟滞恢复力模型及其参数识别

过程的实用性和有效性。 

 

图 3  试验实测曲线 

3  结论 

具有非线性迟滞特性的弹性元件的恢复力表

达式可以用提出的方法建立式(1)表示的数学模型。
迟滞回线的形状和宽窄由数学模型中的刚度函数、

粘性阻尼函数、滑移记忆恢复力函数和滑移极限函

数以及它们的待定参数控制。用所提出的方法能有

效地构造和辨识出对应的函数和参数，为此类元件

的进一步动力学设计和优化提供了必要条件。 
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(a) 弹性元件振幅 1.3 mm，频率 2 Hz时的识别值与实测值对比

(b) 弹性元件振幅 2.6 mm，频率 2 Hz时的识别值与实测值对比

(c) 弹性元件振幅 1.3 mm，频率 4 Hz时的识别值与实测值对比


