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摘要：从各向异性弹性理论和麦克斯韦电磁理论出发，较系统地探讨了圆形压电石英晶片扭转效应理论，得出了 

扭转应力场与非线性极化电场分布规律，并采用有限元法求得了极化电荷电场在压电片内的分布。根据理论分析， 

用分割电极法有效地在压电片表面布置了检测电极，理论与试验结果均表明电极检测的极化电荷量与外转矩成线 

性关系，理论与试验基本符合。这些研究为新型转矩传感器与测力仪的开发奠定了必要的理论基础。 
关键词：压电  扭转效应  非线性极化  各向异性 
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0  前言* 

压电石英具有良好的静、动态特性及稳定性，

从而被广泛应用于航空、航天、交通运输、冶金、

机械制造、工业控制、自动检测和计量等领域。在

这些应用中主要采用石英的纵向、横向和剪切压电

效应，而对它的扭转效应研究较少。 
早期扭转研究主要集中在压电陶瓷材料组

成、扭转换能器与超声波电动机等方面。相继开

发出了压电复合材料并组建成平面型、圆柱型和

拼接型扭转压电器件[1]。M.Takeshi 等[2]用多层压

电扭转执行器制造出一个平滑冲击扭转电动机。

在研究超声波电动机时，提出了夹心式扭转振子

的概念，它由几个压电陶瓷片组合成单层振子，

在每个压电片内产生纵向极化，整体在外部呈现

纯扭转振动[3,4]。而后又相继开发出了纵—扭复合

杆型[5]、锥型[6]以及定子转子型[7,8]超声波电动机。

在这些研究中，均采用压电陶瓷材料进行了多片

单层或多层拼接，从而使器件整体呈现出扭转效

果，而对单体压电石英扭转效应研究较少，制约

了扭转效应的应用，迫切需要建立起比较完善的

压电扭转效应理论。参考文献[9]对方形压电石英

柱体在转矩作用下极化情况进行了研究，并初步

建立了压电柱体扭转理论，但该研究只限于理论

上的探讨，不能满足实际应用的需要。在此基础

上针对压电石英的各向异性特性，应用各向异性

弹性理论和电磁理论对石英晶片的扭转效应进行

了探索性研究，并给予试验验证。 

1  理论分析 

压电石英属于机电藕合材料，压电扭转效应所
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体现的是将应力、应变张量同电极化强度和电场强

度矢量联系在一起的线性机电藕合效应。对压电石

英扭转效应分析主要考虑压电晶片由扭转产生的应

力，通过压电方程得到电极化强度的过程。 
1.1  扭转应力分析 

研究对象为一个由直线型均匀各向异性材料石

英组成的圆片，其中一个端面固定，另一端面作用

于一个转矩，转矩方向与端面方向一致。将笛卡儿

坐标系圆点选在固定端面中心，z 轴沿圆片的轴线

方向，x 和 y 轴可在圆片内任意放置。 
根据各向异性弹性理论，压电石英晶片扭转应

力求解[10]可归结为在边界条件式(3)、(4)下寻找满

足微分方程式(1)、(2)的平面应力函数 F(x,y)和扭转

应力函数φ (x,y)的问题。 
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式中  I1, I2 —— 横截面对x轴和y轴的主截面二次矩 

     sij——  弹性顺度常数 

 Mt ——  转矩 

    βij ——  折减柔度系数，且 
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针对具体扭转问题，根据微分方程和边界条件

可设扭应力函数为 
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使得φ 在边界上为零。 

式中  ϑ—— 单位长度扭转角，可由式(6)确定 
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式中  k —— 各向同性简单扭转刚度 

 2 ( , )d dk x y x yφ= ∫∫  (7) 

如果知道函数φ (x,y)和 F(x,y)，各应力分量可以

根据式(8)和式(9)求得 
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1.2  极化电场分析 
对于压电晶体，若应力相当小并取一级近似，

则正压电效应所产生的电极化强度 P 与所受应力

σij 成线性关系。由于压电张量为三阶张量，因此

压电现象只存在于无对称中心的离子晶体或离子团

组成的分子晶体中，它们共同的结构特点是具有正、

负离子构成的极轴。简化压电和应力张量的下标后，

压电方程可写成 
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根据有物质存在时静电场所遵循的原则[11]，石

英晶片扭转产生的电场等效于面束缚电荷和体束缚

电荷所产生的电场，等效束缚电荷所产生电场同样

满足麦克斯韦方程。 
等效束缚面电荷密度为 

 b = P nσ  (11) 
式中  n—— 介质表面外法线单位矢量 
    等效束缚体电荷密度为 

b = −∇ Pρ              (12) 

此时，各向异性介质静电场麦克斯韦方程为[12]
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静电场边界条件为 
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显然，由式(13)中的第一式得知 
 ϕ= −∇E  (15) 
式中  ϕ—— 各向异性介质中静电场标量势 

各向异性介质电场本构方程为 
 0 r=D ε Eε  (16) 

把式(15)带入式(16)后，所得结果再代入式(13)
中的第二式得 
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引入介电常数并矢 
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将式(18)代入式(17)中整理，便得到各向异性介

质中静电势所满足的泊松方程 
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此时边界条件转变成 
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求解各向异性介质静电场问题可转化为求解满

足边界条件式(20)、(21)下的泊松方程式(19)问题。 

2  实例计算与电场模拟 

为验证此理论方法的有效性，对试验采用的石

英晶片给出对应的理论计算结果。 
试验采用截面为环状右旋α -石英晶片，内径

d2=13.5 mm，外径 d1=24 mm，厚度为 1 mm。石英
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的晶体坐标系 O′x′y′z′，见图 1。由于压电系数、弹

性系数等相关参数都是按晶体坐标系给定的，为了

计算方便须将晶体坐标系变换到上述理论分析所采

用的坐标系，具体方法是将晶片绕晶体坐标系

O′x′y′z′的 x′轴逆时针旋转 270°，再沿旋转后的新坐

标 z 轴逆时针旋转 270°，从而得到所用的计算坐标

系 Oxyz，如图 1 所示。在坐标变换时，弹性顺度常

数与压电张量按照张量坐标变换法则变化。各种相

关石英晶体参数[13]见下表。 

 

图 1  晶体坐标系与计算坐标系 

表  石英晶体物理参数表 (室温) 

物理性质 参数值 

弹性顺度常数 s/(pm2•N–1) 
s11=12.77   s33=9.60 
s44=20.04      s12= –1.79 
s13= –1.22   s14= –4.50

 

介电常数ε ε11=4.52
      

ε33= 4.62 
压电应变常数 d/(pC•N–1) d11=2.31     d14= –0.727 

 
2.1  扭转应力计算 

对于本试验所用圆片石英，由边界条件式(3)不
难得到它的应力函数解 
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由于截面的多连通性，设应力函数在外边界上

为 0，则在内边界为待定常数 k，内边界所围面积为

A，则 
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由于多连通边界条件 t 2 d d 2M x y kAφ= +∫∫ ，得 
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将式(27)代入式(24)从而得到 
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由式(8)和(9)可以计算出各应力分量。 
2.2  束缚电荷密度计算 

联立式(8)、(9)、(11)、(12)和(28)可求得束缚电

荷密度值。 
束缚面电荷密度为 

 b 13 14 15 0x z yz xzd d dσ σ τ τ+ = + + =  (29) 
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式中  + —— 坐标轴的正方向 
束缚体电荷密度 
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根据计算得到的束缚面电荷与体电荷密度分

布，采用 Mathworks 公司 Matlab 软件包的偏微分方

程工具箱对扭转极化电场在 Oxy 截面分布进行数值

求解。图 2 为正单位转矩(N·mm)所产生的 Oxy 截面

电势等值线分布图；图 3 为电场强度矢量图，箭头

的尺寸正比于场强的大小，其方向为场强的方向，

从图中可看出电场强度在第一、三象限的对角线上

取得最大值，而且场强与电势分布是对称的，这是

束缚电荷对称分布的必然结果。 

 

图 2  Oxy 截面电势等值线分布图 
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图 3  Oxy 截面电场强度矢量图 

3  试验与结果分析 

为了使石英晶片扭转效应能应用到实际传感器

中，需要在晶片表面粘贴电极将扭转电荷从晶体表

面引出，特设计如下试验来分析检测电极的有效粘

贴方法及验证上述实例数值计算结果的正确性。 
为了合理地布置电极以有效地检测晶片的扭转

效应,必须考虑面束缚电荷在晶片表面的分布情形。

由束缚电荷密度计算和电场数值模拟结果得出，在

晶片上与 x 轴垂直表面极化电荷密度为零，与 y 轴

垂直表面为圆弧面，不便于贴放电极，而在与 z 轴

垂直表面极化电荷密度分布见图4（转矩为1 N·  mm）。

从图 4 可以看出极化电荷分布是非均匀的，晶片上

以 x=0 为分界线，在 x>0 时，电荷密度与 y 轴坐标

无关，与 x 轴成线性关系，且为正；而在 x<0 时，

电荷密度与 y 轴坐标无关，与 x 轴成线性关系，且

为负，所以要有效检测电荷必须在晶片上布置两片

半圆环形电极进行测量，一片检测正电荷，另一片

检测负电荷，即采用分割电极法进行测量，电极与

晶片布置见图 4、5。 

 

图 4  Oxy 截面极化电荷密度分布图 

试验装置示意图见图 6。试验中转矩通过机械

装置加载，采用 FDH-2 型电荷放大器和 SY2-Ⅲ 数
字表进行测量。 

 

图 5  晶片与电极布置图 

 

图 6  试验装置示意图 

利用分割电极法测得转矩与极化电荷量的关

系，见图 7。图 7 中，理论值曲线是利用式(31)通过

积分计算而得到的。从中可以发现无论是理论曲线

还是试验结果均表明每片电极所测量的电荷量与转

矩成线性关系，随着转矩增加电荷量也不断增大；

理论值与试验结果最大偏差小于 10%。通过减小晶

片切型误差及电极在贴放时相对于晶片表面位置偏

差，提高电极的尺寸精度和对石英参数进行实际测

量等措施可进一步缩小理论与试验偏差。 

 

图 7  扭转电荷量与转矩的关系 

4  结论 

对圆环压电石英晶片扭转效应进行了理论与试

验研究，理论与试验结果均表明在转矩作用下，α-
石英晶片能够产生扭转效应，在垂直于机械轴表面

上产生极化电荷，极化电荷以电轴为分界线反对称，

一半平面为正，另一半平面为负；并通过分析检测

电极的有效粘贴方法，采用分割电极法测得的极化

电荷量同转矩成线性关系。这些研究为新型压电转
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矩传感器与测力仪的制作提供必要的理论基础。 
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Abstract：The torsional effect of piezoelectric quartz wafer is 

first investigated. The torsional theory of circular quartz is de-

duced by using the anisotropic elasticity and Maxwell electro-

magnetic theory, then the stress field and electrostatic field is 

founded. The distribution of the electric field in the piezoelec-

tric body is obtained by the finite element method. Based on 

theoretical analysis of the bound charge distribution, the meas-

uring electrodes are effectively disposed on the surfaces of the 

piezoelectric body. As the result, the polar charge is linear with 

the torque. A satisfactory agreement is obtained between the 

computed results and experimental results. The analysis pro-

vides the basis for the torque measuring technique on the single 

circular piezoelectric quartz. 
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