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导重法求解单工况的拓扑优化问题
*
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摘要：在拓扑优化中，因为设计变量多并且目标函数和约束函数都是设计变量的隐函数，求解难度较大，所以寻找更快更好

的求解方法一直都是拓扑优化问题的研究重点。为此，将导重法引入到拓扑优化的求解中，介绍质量约束下求结构最优性能

问题和性能约束下求结构最小质量问题的导重法迭代准则，采用密度惩罚(Solid isotropic material with penalization, SIMP)方法

建立单工况下求最小柔度和最小质量这两类拓扑优化问题的优化模型，推导出用导重法求解这两类问题的迭代公式并计算了

相应的算例，与 ANSYS 中采用的优化准则法(Optimality criteria，OC)和序列凸规划法(Sequential convex programming，SCP)

进行对比分析。通过计算和对比分析显示出用导重法求解拓扑优化问题具有迭代公式简单、适用范围广、收敛速度快、求解

效果好的优点。导重法为拓扑优化问题的求解提供了一条新的途径。 
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Guide-weight Method on Solving Topology Optimization Problems 

 under Single Load Case 
 

LI Zhidong  LIU Xinjun 

(Department of Precision Instruments and Mechanology, Tsinghua University, Beijing 100084) 
 

Abstract：About topology optimization, finding a good solution method for topology optimization problems is always paid attention 

to by the research field because they are subjected to the large number of the design variables and to the complexity that occurs 

because the objective and constraint functions are usually implicit with respect to design variables. Thus the guide-weight method is 

introduced into topology optimization. The iteration algorithms of the guide-weight method for solving problems seeking best 

structural performance under weight constraint and problems seeking least weight under structural performance constraint are 

described. Two kinds of topology optimization problems under single load case are constructed by solid isotropic material with 

penalization (SIMP) method and solved by the guide-weight method. Corresponding numerical examples are presented and 

comparison with the optimality criteria (OC) and sequential convex programming (SCP) methods employed in ANSYS is made. The 

examples and comparison demonstrate that the Guide-Weight method can solve topology optimization problems with simple iteration 

algorithm, wide availability, high efficiency and accuracy. This method provides alternative for solving topology optimization 

problems. 
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0  前言* 

自从1988年BENDSOE等[1]提出了求解连续体
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拓扑优化的均匀化方法以来，拓扑优化就成为结构

优化领域最热门和最具挑战性的研究课题[2-5]。许多

学者投入到该领域进行研究并取得了杰出的成果。

澳大利亚学者XIE等[6]于1993年提出了广受关注的

渐 进 结 构 优 化 法 (Evolutionary structural 
optimization，ESO)。而当 BENDSOE 等[7]在 1997
年阐释了不同的材料插值方法的物理意义后，变密
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度法便成为一种在工程领域应用广泛的方法。国内

学 者 隋 允 康 等 [8] 提 出 的 独 立 连 续 映 射 方 法

(Independent continuous mapping，ICM)在拓扑优化

应用中时也取得了很好的效果。此外，水平集法[9]

也是一种正在逐步发展完善的方法。 
均匀化方法、变密度法、ESO 方法、ICM 方法

以及水平集法都是拓扑优化的建模方法，拓扑优化

研究的另一方面是拓扑优化问题的求解方法。求解

方法一般分为两类：一类为优化准则法，一类为数

学规划法。左孔天等[10]研究了使用准则法求解基于

人工材料密度的拓扑优化问题，通过详尽推导和深

入分析全面展示了准则法的优缺点。文献[11-12]分
别应用数学规划法中的移动渐进线方法(Method of 
moving asymptotes ， MMA) 和 混 合 的 MMA-  
MGCMMA 方法来求解拓扑优化问题，显示出数学

规划法对单工况和多工况问题都能适用的能力及良

好的收敛性。 
通常来说，优化准则法的求解效率对设计变量

的增加不敏感，优化速度较快。但是对不同的问题，

优化准则法需要构建不同的准则，这使得此类方法

的通用性大大降低。数学规划法的通用性较强，能

够应用于不同的优化问题，但是其迭代次数多，求

解效率不高。 
针对优化准则法和数学规划法的上述不足，本

文引入导重法来求解拓扑优化问题。导重法是陈树

勋等[13-15]于 20 世纪 80 年代提出的一种结构优化方

法，主要用于天线结构的优化设计上，对天线结构

做尺寸优化，取得了较好的效果。该方法克服了一

般的准则法针对不同的优化问题需要构建不同的优

化准则的缺点，同时也克服了数学规划法迭代次数

多、求解效率不高的缺点，具有广泛的适用性和较

高的求解效率。鉴于此，本文引入导重法来求解拓

扑优化问题，以期能对拓扑优化问题达到简单高效

的求解。 

1  导重法 

关于导重法更详细的内容可参阅文献[13-14]，
本节仅做简单介绍。 

通常，单工况的结构优化问题可以写为以下形式 

 

T
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式中  X —— N维设计变量 
T

1 2( , , , )Nx x x=X  

( )f X ， ( )g X —— 目标函数和约束函数，它们可以

是质量、强度、精度、安全度、

谐振频率、位移、应力等反映结

构特性和静动力学性能的量 
L
ix ， U

ix —— 设计变量 ix 的上下约束限 

为求解该优化问题，首先构造拉格朗日方程 
 ( ) ( )L f gλ= +X X  (2) 

式中， λ为拉格朗日乘子。 
基于库恩—条件，在最优值 ∗X 处必须满足 
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结构优化问题可以分为两类：① 在质量约束

下求结构的最优性能；② 在性能约束下求结构的最

小质量。下面就分两种情况讨论。 
1.1  质量约束下求结构最优性能的问题 

在此类问题中， ( )f X 是表征结构性能的量，

( )g X 是结构质量或者体积等表征结构材料多少的

量。根据式(4)，令 

 i
i

gH
x
∂

=
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 i i iW x H=  (6) 
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fG x
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式中  iH —— ix 的堆密度 
 iW —— ix 的等效质量  
 iG —— ix 的导重 

 G ——总导重 
将式(5)、(7)代入式(4)得 
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式(9)即为导重法的迭代准则，在迭代时将其 
写为 
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为保证迭代收敛，引入一个步长因子α ，并考

虑设计变量的上下限得 
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式(11)为质量约束下求结构最优性能问题的导

重法迭代式。 
下面需要求拉格朗日乘子 λ。根据式(9)，在最

优值 ∗X 处有 
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因 iW 为 ix 的等效质量，
1

N

i
i
W

=
∑ 可看做结构的等

效总质量，故每次迭代时，可令 
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式中， 0W 为结构材料用量的约束限，例如质量或体

积约束。 
根据式(11)、(14)，质量约束下求结构最优性能

的优化问题便可求解。 
1.2  性能约束下求结构最小质量的问题 

在此类问题中， ( )f X 是结构质量或者体积等

表征结构材料多少的量， ( )g X 是表征结构性能的

量。根据式(4)，令 
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将式(15)、(17)代入式(4)得 
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在迭代时将其写为 
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为保证迭代收敛，引入一个步长因子α ，并考

虑设计变量的上下限得 
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式(21)为性能约束下求结构最小质量问题的导

重法迭代式。 
下面需要求拉格朗日乘子 λ 。根据式(19)，在

最优值 ∗X 处有 
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故每次迭代时可令 
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式中， 0G 为结构性能的约束限。 

根据式(21)、(24)，性能约束下求结构最小质量

的优化问题便可求解。 
由上面的推导过程可以看出，导重法的迭代准

则是基于库恩—塔克条件构造的，导重为设计变量

与表征结构性能的量的敏度的负乘积，堆密度为表

征结构材料用量的量的敏度，而每次迭代设计变量

与导重成正比，与堆密度成反比。对不同的优化问

题，该准则都是适用的，并且最终的迭代公式也很

简单。 

2  最小柔度问题 

单工况的拓扑优化问题可以按两种方式建立
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优化模型：① 在质量约束下求最小柔度；② 在位

移约束下求最小质量。本节讨论用导重法求解质量

约束下的最小柔度问题。 
本文采用 SIMP 方法建立拓扑优化的材料插值

模型，故质量约束下求最小柔度的拓扑优化问题可

写为 

       

T
1 2

0

( , , , )
( ) min

s.t.    

N
N

C
m fm

ρ ρ ρ= ∈

→
≤

ρ
ρ

R
 

      min0 1 1,2, ,i i Nρ ρ< ≤ ≤ =  (25) 
式中  iρ ——第 i个有限元的相对密度 
 minρ ——设计变量的取值下限 

 N——有限元的数量 
 C——结构的柔度 
 m——结构质量 
 0m ——结构初始质量 

 f ——约束因子 

求解该优化问题关键在于求出柔度 C和质量

m相对于设计变量 ρ的显式表达式。柔度可以写为 

 T T T

1

N

i i i
i

C
=

= = =∑F U U kU u k u  (26) 

式中  F ——载荷矢量 
 U ——位移矢量 
 k ——总体刚度矩阵 
 iu ——第 i个单元的位移矢量 
 ik ——第 i个单元的刚度矩阵 

根据 SIMP 方法，有 

 p
i i ioρ=k k  (27) 

式中  iok ——第 i个单元的初始刚度矩阵 
p——SIMP 方法的惩罚因子 

将式(27)代入式(26)得 
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又有 

 
T

T

i i i

C
ρ ρ ρ

⎛ ⎞∂ ∂ ∂
= + ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

U FF U  (29) 

忽略载荷矢量F随设计变量 ρ的变化，得 
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将式(31)代入式(30)得 
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质量m可用式(33)表达 
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式中， iv 为第 i个单元的体积。 

由式(33)得 
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则根据导重法，依式(5)～(8)，定义 
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则根据式(11)可得迭代式 
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  (39) 
λ由式(14)得 

 
0

pC
fm

λ =  (40) 

则根据式(39)、(40)，优化问题可得解。 
下面根据上述方法计算两个算例。两个算例如

图 1 和图 2 所示。设计域都为 0 2m 0 1m. .× 的矩形，

图 1 中设计域的左端被约束，右端中点受竖直向下

的拉力 1 000 Np = ；图 2 中设计域的上部左右两端

点被约束，下端中点受竖直向下的拉力 1 000 Np = 。

两个算例中都去除材料 70%，即约束因子 0 3f .= ，

其他的参数见下表所示。 

 

图 1  算例 1 
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图 2  算例 2 

表  拓扑优化的参数 
参数 数值 

弹性模量 E0/GPa  206 
泊松比 μ  0.3 
惩罚因子 p0 4 
步长因子 α  0.5 
设计变量的初值 0ρ  (1,1,…,1) 

 
图 3 和图 5 分别显示了两个算例的迭代过程，

可以看出，用导重法求解最小柔度的拓扑优化问题

可以达到比较快的收敛速度。 
图 4 和图 6 分别显示了两个算例的拓扑优化图

像。在画拓扑优化图像时，根据单元相对密度 ρ 的

值赋给该单元颜色灰度值，ρ 越大，颜色越黑，ρ 越

小，颜色越白。从图 4、6 可以看出，虽然得出的图

像有些部分灰度值不均匀，但已经完全反映出了最

优的拓扑结构。 

 

图 3  算例 1 按最小柔度问题建模并采用 
导重法求解的迭代过程 

 

图 4  算例 1 按最小柔度问题建模并采用 

导重法求解的拓扑优化结果 

 

图 5  算例 2 按最小柔度问题建模并采用 

导重法求解的迭代过程 

 

图 6  算例 2 按最小柔度问题建模并采用 

导重法求解的拓扑优化结果 

3  最小质量问题 

位移约束下求最小质量的拓扑优化问题可   
写为 

 

T
1 2

0

( , , , )
min

s.t.  

N
N

m
u u

ρ ρ ρ= ∈

→
≤

ρ R
  

       min0 1 1,2, ,i i Nρ ρ< ≤ ≤ =  (41) 

式中  u——位移 
0u ——位移的约束限 

为求解此优化问题，需要将质量m和位移 u写
成设计变量 ρ的显式表达式。 

质量 m及其敏度关于设计变量 ρ的显式表达

式如式(33)和式(34)所示。对于位移 u，根据 =kU F  
可知 

 1−=U k F  (42) 

在方程两边同乘 vF 可得 

 T 1vu −= F k F  (43) 

式中，vF 为虚载荷矢量，它与位移 u相应的那一项

值为 1，其他项的值为 0。 
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因为 1−k 对称，所以式(43)又可以写为 

 ( )T1 vu −= k F kU  (44) 

令 

 1v v−=U k F  (45) 

式中，vU可以被认为是方程 v v=k U F的解，即结构

在虚载荷 vF 的作用下的位移。这样式(44)可以写为 

 T T
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N
v v

i i i
i

u
=

= =∑U kU u k u  (46) 

将式(27)代入式(46)得 
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N
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i i io i

i
u ρ

=

=∑ u k u  (47) 

式中， v
iu 为 vU中第 i个单元的位移矢量。 

式(47)就是位移 u的显式表达式，接下来求 u的
敏度。 

根据式(31)可得 
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两边同乘以 vF 得 

 Tv

i i

u
ρ ρ
∂ ∂

= −
∂ ∂

kU U  (49) 

将式(27)代入式(49)得 

 1 Tp v
i i io i

i

u pρ
ρ

−∂
= −

∂
u k u  (50) 

这样，根据导重法，依式(15)～(18)，定义 

 i i
i

mH v
ρ
∂

= =
∂

 (51) 

 i i i i iW H vρ ρ= =  (52) 

 Tp v
i i i i io i

i

uG pρ ρ
ρ
∂

= − =
∂

u k u  (53) 

 T

1 1

N N
p v

i i i io i
i i

G G p puρ
= =

= = =∑ ∑ u k u  (54) 

则根据式(21)可得迭代式 

( )
( )T

( 1) ( )
min

min min

1 1

1 1

i
kp v

k ki i io i
i i i

i

i

p
v

ρ

λ ρ
ρ α α ρ ρ ρ

ρ ρ ρ

+

≥⎧
⎪

⎛ ⎞⎪
= + − < <⎜ ⎟⎨

⎝ ⎠⎪
⎪ ≤⎩

u k u  

  (55) 
λ由式(24)得 

 1

0

N

i i
i

v

pu

ρ
λ ==

∑
 (56) 

则根据式(55)和式(56)，优化问题可得解。 
下面根据上述方法计算图 1 和 2 中的两个算

例。两个算例中受到载荷都为 1 000 Np = ，位移约

束限 0 0 000 1mu .= ，其他的参数如上表所示。图 7

和图 9 分别显示了两个算例的迭代过程，图 8 和图

10 分别显示了两个算例的拓扑优化结果。从图 7～
10 可以看出，用导重法求解最小质量的拓扑优化问

题也可以达到比较快的收敛速度，并得到较好的拓

扑优化结果。 

 

图 7  算例 1 按最小质量问题建模并采用 

导重法求解的迭代过程 

 

图 8  算例 1 按最小质量问题建模并采用 

导重法求解的拓扑优化结果 

 

图 9  算例 2 按最小质量问题建模并采用 

导重法求解的迭代过程 
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图 10  算例 2 按最小质量问题建模并采用 

导重法求解的拓扑优化结果 

4  对比分析 

采用 ANSYS 的拓扑优化功能对算例 1 进行了

计算，以与导重法的计算结果进行对比分析。在

ANSYS 中计算拓扑优化问题，既可以按照最小柔

度问题建模，也可以按照最小质量问题建模。在求

解时 ANSYS 提供了优化准则法(Optimality criteria， 
OC)和序列凸规划法(Sequential convex progrmming， 
SCP)两种方法。 

图 11 是在 ANSYS 中按最小柔度问题建模并采

用 OC 方法求解的迭代过程，图 12 是按最小柔度问

题建模并采用 SCP 方法求解的迭代过程，图 13 是

按最小质量问题建模并采用 SCP 方法求解的迭代

过程。比较图 3 与图 11 可以看出，按最小柔度问   
题建模求解，导重法与 OC 方法的求解效率差不多。

但是考虑到 OC 方法不能求解最小质量问题，导重

法在适用范围上显然比 OC 方法更具优势。比较图

3 与图 12、图 7 与图 13 可以看出，不管是求解最小

柔度问题还是求解最小质量问题，导重法的求解效

率都比 SCP 方法高。 

 

图 11  算例 1 在 ANSYS 中按最小柔度问题建模 

并采用 OC 方法求解的迭代过程 

 

图 12  算例 1 在 ANSYS 中按最小柔度问题建模 

并采用 SCP 方法求解的迭代过程 

 

图 13  算例 1 在 ANSYS 中按最小质量问题建模 

并采用 SCP 方法求解的迭代过程 

因此，通过上述比较可以得出，导重法相比于

OC 方法和 SCP 方法在适用范围和求解效率上都具

有更大的优势。 

5  结论 

本文将导重法引入到拓扑优化中，推导了用导

重法求解两类单工况拓扑优化问题的迭代公式并计

算了两个算例，通过与 ANSYS 中采用的 OC 和 SCP
方法进行比较可以看出导重法在求解拓扑优化问题

时具有迭代公式简单、适用范围广、收敛速度快、

求解效果好的优点。该方法为拓扑优化问题的求解

提供了一条新的途径。 
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