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摘要：为实现叶轮类零件的多坐标侧铣加工，通过引入正向杜邦指标线，利用鼓锥形刀对自由曲面的五坐标侧铣

加工进行研究。针对具有严格凸切削刃的侧铣加工刀具，提出不发生局部干涉的充要条件是切触点处刀具曲面的

正向杜邦指标线位于被加工曲面的正向杜邦指标线之内。给出利用鼓锥形刀侧铣加工自由曲面时实施干涉检查的

判断准则以及消除干涉的修正方法，推导出具有严格凸切削刃的刀具在给定的残留高度下侧铣加工带宽的计算方

法。在此基础上，利用等残留高度法实现鼓锥形刀侧铣加工自由曲面无干涉刀具轨迹的生成。算例表明，在相同

残留高度下，鼓锥形刀侧铣较之球头刀加工效率提高 37.44%，说明侧铣加工是提高切削效率和加工质量的一种有

效途径。 
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0  前言* 

五坐标机床由于在三个平动轴的基础上增加了

两个转动轴，使其加工适应性、加工精度和效率在

理论上大大提高，同时也增加了编程难度。目前，

对五坐标加工的研究主要集中在自由曲面的端铣加

工[1-2]和直纹面的侧铣加工[3-4]。对自由曲面的侧铣

加工研究较少，其主要原因在于干涉避免的复杂性。

ELBER 等[5]在给定精度下利用分片直纹面逼近自

由曲面的思想给出了一种适用于凸曲面和双曲形曲

面的棒铣刀侧铣加工方法，该方法尚不能扩展到完

整自由曲面的加工。CAI 等[6]提出了一种用于自由

曲面侧铣加工的鼓锥刀，并基于等残留高度法实现

了刀具轨迹的规划，收到良好效果。对叶轮这类空

间形状复杂、流道扭曲狭长的工件，侧铣加工方式

是一种最能有效减少碰撞干涉的选择。侧铣加工可

以实现大曲率半径的刀具参与切削，能够有效提高

加工效率和加工质量。WU[7]认为侧铣加工有助于提

高叶片几何参数的均匀分布，可以减小应力集中并

有助于气动性能的提高。因此，自由曲面的五坐标

侧铣加工成为曲面加工中的一个重要问题。 
在平底刀的五坐标端铣加工中，刀具在切削刃

处为 0C 连续，刀具与被加工曲面只在刀具底部外圆

处发生切触。因此，当满足在垂直于走刀方向的平

面上刀具的法曲率大于被加工曲面的法曲率时，则
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认为不会发生过切[2]。而当采用鼓锥形刀进行侧铣

加工时，刀具曲面与被加工曲面在切触点处相切，

为避免干涉需保证在切触点处任意方向上刀具都不

会过切被加工曲面，仅保证垂直于走刀方向的法曲

率满足不过切的条件是不充分的。 
为此，针对鼓锥形刀五坐标侧铣加工自由曲面

的无干涉轨迹生成进行了研究，引入了正向杜邦指

标线的概念，给出了具有严格凸切削刃的刀具加工

自由曲面时不发生干涉的充要条件，并根据给定的

残留高度，推导了鼓锥形刀侧铣加工带宽的计算方

法。在此基础上，利用等残留高度法对一个自由曲

面形式的离心压缩机叶片进行了具体的无干涉刀具

轨迹生成的计算。 

1  严格凸切削刃刀具侧铣加工自由曲 
面的可加工性研究 

所谓严格凸切削刃是指连接切削刃上任意两点

的线段，除端点外，其余部分均位于切削刃形成的

曲面之内[8]。鼓锥刀如图 1 所示[6]，其刀杆半径为 r，
切削刃为一半径为 R 的圆弧形成的回转面，显然，

该回转面为一严格凸曲面。以切触点 C 为坐标原点

建立局部坐标系，如图 2 所示，x 轴表示切削进给

方向 f，y 轴表示被加工曲面 S 在 C 点的外法矢方向

n，令 b=f×n，以 z 轴表示。在切触点处，刀具表

面与被加工曲面保持相切。 
刀具曲面Σ 
 ( , , )x y zσ σ=  
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被加工曲面 S 
 ( , , )s s x y z=  

 

图 1  鼓锥刀示意图 

 

图 2  加工中的局部坐标系 

将被加工曲面 S 在局部坐标系中作二阶泰勒展

开，则 C 点的切平面 TC和密切抛物面 mC在局部坐

标系中分别为[9] 

 0y =  

 2 21 ( 2 )
2 xx xz zzy s x s xz s z= + +  

式中  sxx ——曲面 s 对 x 的二阶偏导数 
sxz ——曲面 s 对 x、z 的二阶混合偏导数 
szz ——曲面 s 对 z 的二阶偏导数 
1/ 2y = 的平面与上述密切抛物面的交线在切

平面 CT 上的投影 Ci 为 

 2 22 1xx xz zzs x s xz s z+ + =  

则 Ci 即为曲面 S 在切触点 C 的正向杜邦指标线[6]。

其 几 何 意 义 为 ， 过 点 C 沿 给 定 的 切 方 向

d d dr r ru vu v= + 画一线段 CN，使其长度为 1/ nκ ，

( nκ 为该方向的法曲率且 0nκ > )，则对于切平面上

所有的方向，N 点的轨迹即为曲面在 C 点的正向杜

邦指标线，如图 3 所示。 
对被加工曲面 S， 1sκ 、 2sκ 分别为曲面的最大

最小主曲率， 1s 2sK κ κ= 为高斯曲率。则有如下情  

况[10]。 

 

图 3  正向杜邦指标线的几何意义 

(1) 0K > ，该点为椭圆点。 
1) 1s 0κ > ， 2s 0κ > 时，称为凹椭圆点，曲面朝

向法矢方向弯曲，其正向杜邦指标线为一椭圆。 
2) 1s 0κ < ， 2s 0κ < 时，称为凸椭圆点，曲面朝

向法矢反向弯曲，其正向杜邦指标线不存在。 
(2) 0K < ，该点为双曲点，曲面分别朝法矢量

两侧弯曲，其正向杜邦指标线为一双曲线。 
(3) 0K = ，该点为抛物点。 
1) 1s 0κ = ， 2s 0κ < 称为凸抛物点，正向杜邦指

标线不存在。 
2) 1s 0κ > ， 2s 0κ = 时，曲面朝向法矢量方向弯

曲，其正向杜邦指标线为两条平行直线。 
3) 1s 0κ = ， 2s 0κ = 时，称为平点，其正向杜邦

指标线不存在。 
刀具曲面为一严格凸曲面，因此其正向杜邦指

标线始终为一椭圆。对凸椭圆点、凸抛物点和平点，

刀具在任意方向均位于被加工曲面上方，不会产生

干涉；在其他情况中，当刀具曲面的正向杜邦指标

线位于被加工曲面的正向杜邦指标线内时，表明刀

具曲面在任意方向上的曲率均大于被加工曲面的曲

率，不会有干涉发生。对凸椭圆点、凸抛物点和平

点，定义其正向杜邦指标线为无穷大，因此，在切

触点处，当刀具曲面的正向杜邦指标线位于被加工

曲面的正向杜邦指标线内时，则刀具不会过切被加

工曲面；反之，若没有过切的发生，说明在切触点

处沿任意方向刀具曲面的曲率均大于被加工曲面的

曲率，刀具曲面的正向杜邦指标线位于被加工曲面

的正向杜邦指标线之内。因此可得以下几点。 
定理：在切触点 C，刀具曲面Σ不会过切被加

工曲面 S 的充要条件是刀具曲面Σ的正向杜邦指标

线位于被加工曲面 S 的正向杜邦指标线之内。 
定义Δ表示由刀具曲面Σ与被加工曲面 S 之差

构成的曲面，其表达式为 ( , ) ( , )y x z s x zσ= − 。上述

的定理等价于曲面Δ的正向杜邦指标线为一椭圆[8]。

对侧铣加工，如图 4 所示，is 和 iΣ分别为被加工曲

面和刀具曲面的正向杜邦指标线，令 e1s、e2s 为曲面

S 在 C 点的最大、最小主方向，对应的坐标轴分别

为 1x s、 2x s ， 1te 、 2 te 为刀具曲面Σ在 C 点的最大、
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最小主方向， 1se 到 1te 的角度为θ 。 1tκ 、 2 tκ 为刀具

曲面Σ在 C 点的最大、最小主曲率。 

 

图 4  曲面 S 和刀具Σ在 C 点的正向杜邦指标线 

在坐标系 1s 2sCx x y 中，曲面 S 的密切抛物面为 

 2 2
1s 1s 2s 2s

1 ( )
2

y x xκ κ= +  

刀具曲面Σ的密切抛物面为 

 

2
1t 1s 2s

2
2 t 1s 2s

1 ( cos sin )
2
1 ( sin cos )
2

y x x

x x

κ θ θ

κ θ θ

= + +

− +
 

因此，曲面Δ为 

 

2 2 2
1t 2 t 1s 1s

1t 2 t 1s 2s
2 2 2

1t 2 t 2s 2s

( cos sin )
2( )sin cos

( sin cos )

y x
x x

x

κ θ κ θ κ
κ κ θ θ

κ θ κ θ κ

= + − +

− +

+ −

 

令 
 2 2

1t 2 t 1scos sina κ θ κ θ κ= + −  

 1t 2 t( )sin cosb κ κ θ θ= −  
 2 2

1t 2 t 2ssin cosc κ θ κ θ κ= + −  

则曲面Δ的正向杜邦指标线为 
 2 2

1s 1s 2s 2s2 1ax bx x cx+ + =   

该式为一椭圆的充要条件是[11] 

 
2 0

0
b ac
a c
⎧ − <⎪
⎨

+ >⎪⎩
 (1) 

将 a、b、c 代入式(1)得到利用刀具Σ加工曲面

S 不发生过切的充要条件为 
2

1t 2 t 1s 2s 1t 1s 2 t 2s

1t 2 t 1s 2s

( )( )sin ( )( ) 0
( ) 0

κ κ κ κ θ κ κ κ κ
κ κ κ κ
⎧ − − − − − <⎪
⎨

+ − + >⎪⎩

  (2) 

2  刀具与加工曲面主方向夹角的计算 

如图 2 所示，在切削过程中，刀具初始刀轴矢

量与 z 轴相同为(0,0,1)，刀具首先绕 x 轴旋转λ角，

然后绕 y 轴旋转ω角，旋转矩阵分别为 

 
1 0 0
0 cos sin
0 sin cos

Mλ λ λ
λ λ

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

 

 
cos 0 sin

0 1 0
sin 0 cos

Mω

ω ω

ω ω

−⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

则刀轴矢量 l 在局部坐标系Cxyz 中为 
 (0,0,1)l M Mλ ω=  

此时，切触点处刀具的主曲率分别为 

 1t
1 1

cos (1 cos )R r R r R
κ

λ λ
= =

+ − − −
 (3) 

 2t
1
R

κ =  (4) 

在刀具未旋转时，刀具的最大主方向 e1t 同 x 轴

相同，最小主方向 e2t 同 z 轴相同。由于刀具绕 x 的

旋转只改变切触点在切削刃上的位置而不改变刀具

的主方向，只有在绕 y 旋转的过程中，其主方向才

发生改变，因此刀具旋转后在局部坐标系Cxyz 中的

主方向分别为 
 1t (1,0,0)e Mω=  
 2t (0,0,1)e Mω=  

一般情况下，曲面 S 在 C 点的最大、最小主方

向 1se 、 2se 为工件坐标系中的值，为方便计算需要

得到其在局部坐标系Cxyz 中的值。令 
 11 (1)a x=     21 (2)a x=     31 (3)a x=  
 12 (1)a y=     22 (2)a y=     32 (3)a y=  
 13 (1)a z=     23 (2)a z=     33 (3)a z=  

则由工件坐标系向局部坐标系的变换矩阵为 

 
11 12 13

t 21 22 23

31 32 33

M
a a a
a a a
a a a

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

因此，在局部坐标系 Cxyz 中，曲面的主方向

1se' 、 2se' 分别为 
 1s 1s te e M' =  

 2s 2s te e M' =  

则刀具曲面和被加工曲面主方向的夹角为 
 1t 1sarccos( )'θ = ie e  

考察曲面和刀具的最大主方向 1se' 和 1te ，若由

1se' 到 1te 的角度为逆时针，则θ θ= ；若由 1se' 到 1te

的角度为顺时针，则θ θ= − 。 
将θ 、 1tκ 和 2 tκ 代入式(2)即可判断在当前刀具

位置侧铣加工曲面时是否有过切的发生。如果式(2)
不满足，说明有过切存在。由于刀具绕 x 方向的旋

转不改变刀具的主方向，因此，可以通过调整ω角
以减小θ 角来消除干涉。当 0θ = 仍存在干涉时，说
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明当前刀具半径过大，应予以换刀。 

3  鼓锥形刀侧铣加工带宽的计算 

当给定残留高度 h，刀具曲面同被加工曲面的

差值应满足 s hσ − = ，即 
 2 2

1s 1s 2s 2s2 2ax bx x cx h+ + =  (5) 

式(5)在切平面上为一椭圆，如图 5 所示，当给

定残留高度为 h 时，相应的加工带宽即为该椭圆两

条平行于走刀方向的切线 l1、l2 之间的距离 d。 

 

图 5  加工带宽的计算 

在坐标系 1s 2sCx x 中，由式(5)确定的椭圆不变量

为[11] 

 1I a c= +  

 2
2I ac b= −  

 2
3 2 ( )I h b ac= −  

其特征值为 

 
2 2( ) 4

2
a c a c b

ζ
+ ± − +

=  

结 合 式 (2) ， 该 椭 圆 的 长 轴 应 为 1ζ =  

2 2( ( ) 4 ) / 2a c a c b+ − − + 的主方向，因此，椭圆长

轴与被加工曲面最大主方向 1se 之间的夹角ϕ满足 

 
2 2( ) ( ) 4

tan
2

a c a c b
b

ϕ
− − + − +

=  

椭圆的长半轴 lA 和短半轴 sA 分别为 

 
2 2

3
l 2

1 1

( ( ) 4 )h a c a c b
A

ac b
Ι
ζ Ι

+ + − +
= − =

−
 

 
2 2

3
s 2

1 2

( ( ) 4 )h a c a c b
A

ac b
Ι
ζ Ι

+ − − +
= − =

−
 

如图 5 所示，在以切触点C 为坐标原点，以椭

圆的主轴方向为坐标轴构成的坐标系 1 2Cx x 中，椭

圆方程为 

 
2 2
1 2
2 2
l s

1x x
A A

+ =  

过椭圆上一点 10 20( , )x x 的椭圆切线方程为[10] 

 10 1 20 2
2 2
l s

1
x x x x
A A

+ =  (6) 

假定该切线的斜截式方程为 
 2 1x kx g= +  (7) 

由式(6)、(7)可得 
 2 2 2

l sg k A A= ± +  
图 5 中，切线 l1、l2 的斜率 tan( )k α ϕ= − + ，其

中α 为 1se 与走刀方向 f 之间的夹角，则加工带宽 

 

2 2 2 2 2 2
l s l s

22

2 2 2 2
l s

2 tan ( )
1 tan ( )1

2 sin ( ) cos ( )

k A A A A
d

k

A A

α ϕ
α ϕ

α ϕ α ϕ

+ + +
= = =

+ ++

+ + +

 

(8)

 

4  刀具切触点轨迹的计算 

得到加工带宽 d 后，即可根据等残留高度法进

行鼓锥刀的侧铣加工路径规划，文献[1]、[6]对此进

行了详细的研究，本文仅给出刀具轨迹的生成步骤。 
(1) 给定一个初始的(λ0,ω0)和鼓锥刀参数。 
(2) 取曲面较长的边界线为初始轨迹，将初始

轨迹按步长精度离散为切触点系列。 
(3) 针对得到的切触点列，根据式(2)判断当  

前刀位是否发生干涉，当干涉不存在或可以消除时，

根据式(8)计算相应的加工带宽；否则，修改刀具  
参数。 

(4) 根据当前的切削带宽计算切触点沿行距方

向的下一条轨迹线上的对应点。 
(5) 将所得到的对应点拟合成一条新的轨迹，

并重新规划该轨迹上的切触点。 
(6) 重复步骤(3)、(4)、(5)的操作，直到覆盖整

个曲面。 

5  算例分析 

针对一自由曲面形式的离心压缩机三元叶片，

进行刀具轨迹规划。刀具参数为 R=70 mm，r=     
16 mm，D=25 mm。取 0 0( , ) ( 5 ,5 )λ ω = − D D ，经验证

该刀具参数及摆角不会与被加工曲面发生干涉。给

定残留高度 0.1h = mm，所得切触点轨迹如图 6 所  
示，切触点轨迹线总长 3 198.0 mm；在同等碰撞干

涉条件下，当采用球头刀对该叶片进行等残留高度

加工，刀具半径为 16 mm，切触点轨迹线总长度为
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5 112.2 mm，如图 7 所示。因此，鼓锥刀侧铣效率

较之球头刀提高 37.44%。同时，在相同的残留高度

下，轨迹线数目的减少还意味着表面质量的提高。 

 

图 6  鼓锥刀侧铣叶片切触点轨迹分布 

 

图 7  球头刀加工叶片切触点轨迹分布 

6  结论 

侧铣加工是叶轮这类空间形状复杂、流道扭曲

狭长的工件加工中最能够有效避免碰撞干涉的一种

加工方式。利用鼓锥形刀对自由曲面的五坐标侧铣

加工进行了研究，得到的结论主要如下。 
(1) 具有严格凸切削刃的刀具侧铣加工时不发

生过切的充要条件是刀具曲面的正向杜邦指标线位

于被加工曲面的正向杜邦指标线之内。 
(2) 给出了在允许的残留高度下加工带宽的计

算公式。 
(3) 在以上结论的基础上，利用等残留高度法

实现了鼓锥形刀侧铣加工自由曲面无干涉刀具轨迹

的生成。 
(4) 通过对一个自由曲面形式的叶片进行具体

的刀具轨迹规划表明，在相同的残留高度下，鼓锥

形刀侧铣较之球头刀加工效率提高 37.44%，可见侧

铣加工是提高切削效率和加工质量的一种有效   
途径。 
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