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摘要 在考虑温度梯度对共晶生长的影响并假设固液界面为曲面的基础上 建立了与时间相关的层片共晶生长的

自调整模型 采用有限差分法进行了数值求解 对含2%Fe的共晶Al-Al3Fe组织的平均层片间距进行了数值模拟

计算出了固液界面前沿的浓度场分布 采用定向凝固试验验证了模拟结果的正确性  
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符    号

 i ──á-Al相, Al3Fe相  

 v ──生长速度(µm/s) 

 ë ──平均层片间距的模拟值(µm) 

 bi, 1/2 ──i相层片的半宽度(µm) 

 λ  ──平均层片间距的试验值(µm)  

 ϕi ──i相的体积分数 

λϕ 2/1,2 ii b=  

 ëex ──极值片间距(µm)  

 ρi ──i相的密度(g/cm3) 

 ρ  ──平均密度(g/cm3) 

FeAlFeAl 33
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ρρ /=iv  

 cE ──共晶浓度(%)  

 ci,int ──i相界面处液相溶质浓度(%)  

 ci,s ──i相界面处固相溶质浓度(%)  

 TE ──共晶温度(K)   

 H ──H=ë2/D 
 

 N ──N=ëR/D  

 mi ──i相液相线斜率(K/%) 

 M  ──平均液相线斜率 
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     Ãi ──i相的Gibbs-Thompson系数

(µmK)  

 θi ──i相的润湿角(°) 

 )(xk  ──固液界面的平均曲率 

 iTÄ  ──i相平均生长过冷度(K) 

 c,Ä iT  ──i相平均成分过冷度(K) 

 r,Ä iT  ──i相平均曲率过冷度(K) 

GiT ,Ä ──由温度梯度引起的平均过 

冷度(K)  

 TÄ  ──共晶两相的平均过冷度(K) 

 δi ──i相中心凹陷深度(µm) 

( ) ( )FeAlá0,1 3
  ϕϕPDcMK i= (Ks/µm2) 

 ci,0 ──ci, 0= íá(cE-c0, á) + FeAl3
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 G ──温度梯度(K/mm) 

 φ ──层片间距选择系数  

 ψ ──ψ =2δi /(ëϕi tanθi) 

 D ──Fe在液相 Al中的扩散系 

数(µm2/s) 

 yx,  ──量纲一的直角坐标 

 x, y ──直角坐标(µm) 

 k i ──i相的溶质平衡分配系数 

0  前言* 

共晶间距是反映共晶组织特征的一个重要参

数 自从 Jackson等[1]于 1966年建立了较为完整的
规则共晶生长理论模型即 J–H模型 人们对规则共

晶的数值模拟取得了很大成功 可是对非规则共晶

的模拟研究还不尽人意 在众多的非规则共晶理论

模型中 共晶间距 ë与温度梯度G关系的研究较少

而试验表明 非规则共晶的平均层片间距λ  

                                                 
*  国家教育部优秀青年骨干教师基金资助计划(0027119) 20001106 收
到初稿 20020830 收到修改稿 

与温度梯度 G具有一定的依赖关系[2]  

理论计算表明 J–H 模型只适用于规则共晶
Magnin 等[3]对 J–H模型作了进一步完善 对非规

则共晶层片间距 引入选择系数φ来修正 非规则
共晶的固液界面是曲面 考虑了温度梯度对过冷度

的影响 但是 这些模型都是建立在溶质稳态扩散

方程基础上 不能反映出片间距随时间变化过程

并且对扩散方程都采用解析解 对边界条件也作了

相应的简化处理 此外 没有考虑到共晶两相的密

度差异  

为解决上述模型中存在的缺陷 建立了与时间

相关的传质方程 采用数值求解的方法对共晶生长

达到稳态时的平均层片间距和生长速度进行数值模
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拟 同时 引入密度因子对共晶两相的密度进行     

修正  

1  试验材料及方法 

采用工业纯铝(99.99% 质量分数 下同)和工

业纯铁(99.99%)在电阻炉中熔制成 Al-2%Fe 二元共

晶合金  

采用定向凝固技术制备试样 具体试验过程   
如下  

将合金预先浇成φ10 mm 的试棒 表面去掉氧

化皮 截取 100 mm长放入定向凝固炉内的刚玉管

中进行重熔,待完全熔化并保温半小时后开始下拉

试棒 试验的温度梯度 G为 9.8 K/mm  
片间距的测量在试样纵截面的金相照片上进

行 采用直线截取法 反复测量 10次 取 10次测

量的平均值 所得值即为对应生长速度下的平均片

间距λ 采用最小二乘法拟合λ 与 v 的函数关系式
得到如下经验公式 

=v
26.2

λ 1 479 µm 3.26/s 

2  数学模型的建立 

2.1  浓度场控制方程及边界条件  

图 所示为 Al-Fe 共晶系中层片状 á-Al 相和
Al3Fe 两相以一定的生长速度 v 定向生长情况示意
图 设层片间距为 ë 考虑到共晶组织的周期重复
性和浓度场在一个片间距内的对称性 取 ë/2 为求

解对象  以三相点为原点 生长方向为 y轴 垂直
生长方向为 x轴建立直角坐标系 为方便模拟 引
入量纲一的直角坐标 x和 y 令 x =x/ë y =y/ë 则

由上述设定的坐标系易知 FeAl 3
ϕ− x áϕ 和 0 y

∞+  

 

图 1  Al-Al3Fe层片共晶生长示意图 

在建立数学模型前 为简化计算 做如下假设  
(1) 在浓度场计算过程当中 假设固液界面为

平面 即忽略界面曲率对凝固前沿的浓度场的影 

响 但在计算过冷度时 认为固液界面是曲面 不

但考虑曲率对过冷度的影响 而且考虑温度梯度对

过冷度的影响  

做这样的假设是合理的 由于不能知道实际界

面形状 故不能求得浓度场的精确解 但是 在通

常生长速度下 peclet 数(p=ëv/2D)很小 界面形状

的振幅比扩散距离 D/v 小得多 因此 实际界面形
状不会影响扩散方程的解  

尽管界面精确方程不能知道 但至少应满足下

列 4个条件  

对 á相而言  

    1) ( ) αθtan dd 0 ==xxy    2) ( ) 0 dd == αϕxxy  

    3) áx á
y δ

ϕ
−=

=
|          4) 0| 0 ==xy    

对 Al3Fe相则有  

    1) ( ) FeAl0 3
tandd θ−==xxy  

    2) ( ) 0|dd
Fe3Al

=−= ϕxxy  

    3) FeAl3Fe3Al
| δϕ −=−=xy     4) 0| 0 ==xy   

4 个条件可确定 4 个未知数 可设界面方程为
y =a 3x +b 2x +c x +d 求得的 y表达式为 
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(2) 液相体积无限大  
(3) 忽略固相内溶质扩散  

令 c=c(x,y)是固液界面前沿液相中任一点的溶

质浓度 则浓度场控制方程为 
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    引入量纲一的坐标后上式变为 
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    相应的边界条件为 

(1) 周期性 
 c( x +1) =c( x ) (2) 

(2) 对称性 

 
áFeAl              0

3
ϕϕ =−==

∂
∂

xx
x
c  (3) 

(3) 远场条件 
 c( y →+∞)=cE (4) 

(4) 局域平衡条件 

忽略固相内溶质扩散 则由界面处溶质平衡得 
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考虑到液相与固相成分的关系且对共晶两相密

度进行修正 上式可写成 
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2.2  过冷度的计算 

共晶每一相生长的平均过冷度 iTÄ  

 Giiiii TTTTT ,k,r,c, ÄÄÄÄÄ +++=  (6) 

式中  ( ) iiii
i xccmT ϕ

ϕ

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0 int,Ec, d Ä  

( ) ( )iiiii xkT λϕθΓΓ sin2Ä r, ==  

需要指出的是 在通常的凝固条件下 动力学

过冷度 k,Ä iT 可以忽略[4]  

由于界面处存在温度梯度 G 必然引起过冷度
的变化 为简单起见 设界面前沿的温度梯度 G为
常数 且 G的方向垂直于界面 由于界面凹陷的深
度非常小 则由温度梯度的存在而引起过冷度的变

化 GiT ,∆ 可近似表示为 

 ( ) ( )24tan2 Ä , iiiGi xyT θλϕδ +−== GG  (7) 

注意到δi是个未知数 令 i相中心处的过冷度与
i相平均过冷度相等 即可求出δi 
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    由此得到共晶两相生长的平均过冷度[4] 
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2.3  层片间距的选择 

共晶生长过冷度与层片间距之间满足下述关系 

 ∆T=K1vλ+K2/λ (11) 
共晶层片间距的大小是由生长过冷度决定的

对于非规则共晶来说 其稳态片间距偏离过冷度最

小原理 非规则共晶平均层片间距λ [5]为 

 ë=φëex (12)  
对式(11)求导 并令 0dd =λ∆T 再结合式(12)

最终得到层片间距选择公式 

 λ∆T=(φ2+1)K2 (13) 
式(13)只表示了稳态生长时片间距选择规律
对非稳态过程 上述关系不一定满足 假定处于非

稳态生长时 过冷度与片间距间仍满足式(13) 在
给定任意时刻的凝固条件 ë v 下 利用式(1) (5)
计算出凝固界面前沿的浓度场 由式(6) (10)求出

共晶生长过冷度 再根据式(13)计算出该时刻的层
片间距 ë 又以这一时刻的各个计算结果作为下一
时刻的初始条件 求出下一时刻的过冷度和层片间

距 这一过程是层片间距随过冷度自发调节的过程

直到上下两时刻的过冷度(或片间距)的相对误差小

于给定精度(如 10–5) 计算结束  

3  模拟结果及分析 

3.1  Al-2%Fe合金片间距模拟值与试验值的比较 
模拟计算中用到的物性参数值[6~8]见表 1  

表 1  Al-Al3Fe 共晶计算用物性参数表 

符    号 物性值 

共晶浓度 CE/% 2.0 

α相液相线斜率 mα /(K %–1) –2.8 

Al3Fe相液相线斜率 FeAl3m /(K %–1) 41.7 

α相在另一相中的固溶度 C0, α/% 0.052 

Al3Fe相在另一相中的固溶度 FeAl0, 3
C % 52.1 

α相的密度ρα /(g cm–3) 2.5 

Al3Fe相的密度 FeAl3ρ /(g cm–3) 3.7 

α相的体积分数ϕα 0.94 

Al3Fe相的体积分数 FeAl3ϕ  0.06 

α相的 Gibbs–Thompson系数Γα 0.11 

Al3Fe相的 Gibbs–Thompson系数 FeAl3Γ  0.16 

α相的润湿角θα /( ) 65 

Al3Fe相的润湿角 )/(FeAl3
οθ  30 

Fe在液相 Al中的扩散系数 D/(µm2 s–1) 925.5 

层片间距选择系数φ 5.0 
 

表 2是 Al-2%Fe合金在温度梯度为 9.8 K/mm
不同生长速度下层片间距的模拟值与试验值的比较

结果 从表 2中可以发现 无论是片间距的试验值 

表 2  Al-2%Fe合金片间距的模拟值与试验值的比较 

片间距 ë/µm 
生长速度 v/(µm s-1) 

试验值 模拟值 

3.41 15.24 15.95 

4.33 12.40 14.19 

9.03 9.49 9.86 

25.00 6.00 5.93 

31.67 5.79 5.27 

40.28 5.06 4.68 

66.45 3.79 3.64 
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还是模拟值都随着生长速度的增大而减小 当生长

速度较低时 试验值与模拟值相差较大 当生长速

度较高时 两者差别较小 尽管片间距的实测值与

模拟值有些偏差 但两者吻合程度还是可以接受的

模拟片间距值与生长速度之间遵循如下关系 

ë2v=881 µm 3/s 

3.2  固液界面前沿浓度场分布 

图2 分别是生长速度v=10 µm/s和 v=100 µm/s

时计算出来的界面前沿浓度场分布图 由于界面前

沿的浓度分布具有对称性 图 2只给出半个片间距

内的浓度场分布 从图 2中可看出 生长速度较小

时 界面前沿的溶质富集(á-Al)或贫乏(Al3Fe)程度

较轻 生长速度较大时 溶质的富集或贫乏加剧

另外 在固液界面处共晶两相中心溶质富集(贫乏)
程度最严重 随着与中心距离的增大 各相界面前

沿溶质浓度逐渐降低 在生长方向上 随着与界面

的距离增大 溶质富集(贫乏)也逐渐下降 溶质富

集或贫乏只在很短范围(约一个片间距)内存在 超

过此范围 液相中溶质浓度还是均匀分布的  

 

 

图 2  界面前沿浓度场分布图 

3.3  温度梯度对 Al-2%Fe共晶层片间距的影响 

表 3是温度梯度G=0 K/mm时计算出来的在不

同速度下的片间距值 和表 2对比可以发现 在通

常的生长速度下 改变温度梯度对片间距的影响很

小 可以忽略 但是 当生长速度v很低(v 0.1 µm/s)

时 温度梯度对片间距的影响却很大 从图 3可发

现 当生长速度 v=0.05 µm/s 时 温度梯度对 ë的影
响是非常大的(此时计算结果表明温度梯度对共晶

生长过冷度的影响同样非常大) 这表明 当生长速

度很低时 界面的非等温现象变得很严重 必须考

虑温度梯度对共晶生长的影响  

表 3  不同速度下片间距的模拟值(G=0 K/mm) 

生长速度 v/(µm s-1) 3.411 4.33 9.33 25.0 

片间距的模拟值 ë/µm  16.07 14.26 9.87 5.93 

 

图 3  温度梯度对层片间距的影响(v=0.05 µm/s ) 

4  结论 

在考虑温度梯度对共晶生长的影响并假设固液

界面为曲面的基础上 建立了与时间相关的传质方

程 对含 2%Fe的 Al-Al3Fe共晶平均层片间距进行

数值计算 并与试验结果进行了比较  

(1) 试验与模拟结果均表明 Al-2.0%Fe的平均

层片间距随生长速度的增大而减小 试验值与模拟

值吻合较好  
(2) 对固液界面前沿浓度场计算表明 等浓度

线基本呈抛物线对称分布 距离界面越远 溶质堆

积或贫乏就越轻 生长速度越大 固液界面前沿的

溶质堆积或贫乏就越严重 液相中溶质分布的不均

匀性只在很短范围(约一个片间距)内存在  
(3)当生长速度较高时 温度梯度对层片间距的

影响可以忽略 但当生长速度很低时 界面的不等

温性将变得很严重 此时 温度梯度对共晶层片间

距的影响很显著  
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NUMERICAL MODELLING OF 

EUTECTIC MICROSTRUCTURE FOR 
Al-Fe BINARY ALLOY  

 

Li Rongde  Zhou Zhenping  Li Shujun 
(Shenyang University of Technology) 

 
Abstract A self-adjusting eutectic growth model with time is 

presented on the basis of the effect of temperature gradient on 

eutectic growth and a curved solid-liquid interface. Finite 

differential method (FDM) is adopted to solve the model. The 

average interlamellar spacings of the Al-Al3Fe in Al-2%Fe 

eutectic alloy and the concentration fields ahead of the solid 

fying interface are calculated. Unidirectional solidification 

experiments are carried out in order to demonstrate the 

correction of the modelling. The experimental results are in 

relatively good agreement with calculations. 

Key words Al-Fe eutectic alloy  Numerical modelling 

Growth rate  Interlamellar spacing 
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Abstract An equivalent circuit model of vibratory 

micro- 

machined gyroscope’s mechanical properties is derived 

according to its working principle. Equivalent electrical model 

of gyroscope consists of differential detection capacitance 

model and equivalent circuit model of oscillating. This 

simulated model combines the sensor’s electrical property with 

mechanical prop erty. The model is implemented in the circuit 

simulated tool which is called PSPICE, equivalent electrical 

model of gyroscope is available in oscillating properties 

analysis and frequency response to angular rate analysis to 

optimize its working mode. The model also enables the sensor 

simulate with the interfacing electronics and analyze the whole 

character of the sensor and its circuit, thus optimizing design of 

testing circuits.  
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