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摘要：过约束判断是机构自由度计算的关键，也是瓶颈。为使过约束判断更简单、快速，从其产生的本质出发，考虑约束的

相关性，基于一种新的自由度理论，提出结合杆组参数矩阵进行过约束判断的方法。针对夹角不为零的平行 R 杆组(具有平

行转动轴线的杆组)位移参数确定问题，提出参数垂直分量有效法则，使考虑不同几何空间下的螺旋相关性问题转化为仅考

虑平行约束的相关性判断问题。将过约束的产生归纳为三类情况，分析各类情况下过约束的数目及类型，总结过约束中公共

约束判断和并联冗余约束判断的原则。以一个典型机构为例，利用上述方法对其过约束数目和性质进行求解，以进一步验证

所提法则、方法的合理性和实用性。 

关键词：自由度；过约束；并联冗余约束；杆组位移参数 

中图分类号：TH112 

Method for Determination of Overconstraint Based on a New  
Mobility Theory 

LU Wenjuan1, 2  ZHANG Lijie1, 2  ZENG Daxing1, 2  ZHANG Yitong1, 2 
(1. Key Laboratory of Advanced Forging & Stamping Technology and Science of Ministry of Education,  

Yanshan University, Qinhuangdao 066004; 
2. Hebei Key Laboratory of Heavy Mechinery Fluid Power Transimission and Control, Yanshan University, 

Qinhuangdao 066004) 
 

Abstract：Overconstraint determination is the key and bottleneck of mobility calculation. Starting from its engendered nature, the 

linear dependence of constraint, a novel approach to overconstraint determination combined with linkgroup parameter matrix is 

presented to make it easier and faster based on a new mobility theory. To ascertain displacement parameters when the angle of 

parallel R link group (linkgroup including revolute joints with parallel rotation axis) is not zero, the validity of its vertical component 

is proposed which only takes parallel constraints of screw linear dependence into account in the midst of varied geometric spaces. 

The number and types of overconstraint are analyzed in three different situations which derive from its generation. Meanwhile the 

principles of common constraint and parallel-redundant-constraint determination are concluded. A typical mechanism is taken as an 

instance and elicited the number and characters of its overconstraint applying the above approach to further verify the rationality and 

applicability of the proposed approach and principles. 
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10  前言 

自由度是机构分析中一个重要参数。同时自由

度计算是机构运动分析和动力学分析最基础的一项

内容。自由度计算的核心问题便是如何确定机构中

的过约束。过约束包含两部分
[1]
：一部分以公共约

                                                        
* 国家自然科学基金资助项目(51275438, 51005195)。20130927收到初

稿，20140519收到修改稿 

束的形式出现；另一部分为并联冗余约束，即当多

个运动链分支闭合构造并联机构时没有包括在公共

约束中的部分。虽然对自由度的研究已经经历了一

百五十多年的历史
[2]
，然而对于过约束的分析是近

30 年前才开始的
[3]
。历史上早期多数自由度公式没

有正确处理机构中的过约束，这是导致自由度研究

中理论与实际相矛盾的根本原因。 

早在 1869 年 CHEBYCHEV[4]
首次用数学表达

式建立平面机构的自由度计算公式 
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 3 2 l hF n p p    (1) 

式中  F——机构自由度； 

n——活动构件数目； 

lp ——低副数目； 

hp ——高副数目。 

1917 年 GRÜBLER[5]
将自由度计算发展到空

间，建立了第一个空间机构自由度公式 

  5 6 1 7 0h n     (2) 

式中，h 为包含螺旋副在内的单自由度运动副数目。 

1923 年 MALYTSHEFF[6]
提出类似的自由度计

算公式 

 
5

1

6 i
i

F n iC


   (3) 

式中， iiC 为机构中运动副的约束数之和。 

上述这些公式仅从机构组成考虑计算自由度，

均没有处理机构中重复的约束，因此只适用于不含

有过约束机构的自由度计算。 

机构学家逐渐意识到，当机构中出现过约束

时，再利用之前的公式，约束便会被重复计算，使

得机构自由度数目减少。于是在 1887 年，机构的

“阶”首次被引入机构自由度计算
[7]
，自由度公式中

开始考虑机构的公共约束部分。这类公式中，最具

代表性的当属具有百余年历史的传统 K-G 公式
[8] 

 
1
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g

iF d n g f    (4) 

式中  d——机构的阶； 

6d   ， 为公共约束； 

g——运动副的数目； 

fi——运动副的自由度。 

此外，DOBROVOLSKI[9]
提出的自由度公式 

    
5

1
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i

F n i C


 
 

     (5) 

式中， iC 表示约束度为 i 的运动副数目。 

以及近十年间 MCCARTHY[10]
专门针对并联机

构自由度计算提出的公式 

  
1

c

i
i

F d d F


    (6) 

式中， iF 为第 i 个分支的自由度，则  id F 表示

第 i 个分支带来的约束；c 表示并联机构分支的数目。 

上述式(4)～(6)中均考虑到过约束中的公共约

束部分。但是相关文献中作者未能明确给出机构阶

的确定方法，而且这些公式对于一些过约束机构，

比如 PCM 机构、3-RRC 机构等，不论 d 如何取值

都不能得出正确的结果
[11-12]

。对于多数并联机构，

只考虑公共约束还不够，还有一些过约束是在多个

分支经闭合构成并联机构时发生的。针对这个问题，

HUANG 等
[13]

提出了“修正的 K-G 公式” 

 
1

( 1)
g

iF d n g f                (7) 

即在 K-G 公式的基础上加入了被重复减去的

约束数目 ，称为“并联冗余约束”。同时也为上述

式(1)～(3)这类未考虑任何过约束，及式(5)、(6)仅

考虑公共约束等公式的修正提供理论参考。 

式(1)~(7)以机构组成考虑，基于构件、运动副

进行自由度计算，用最简单的算术去解决机构最基

本的自由度问题。较基于运动参数、环路阶，或是

通过机构运动分析建立运动方程求解机构自由度方

法，其更加直观、简洁，容易被众人所理解。然而

要想利用这些公式进行自由度计算，问题关键在于

如何判定机构中的过约束数目，包括机构的阶及并

联冗余约束的确定。 

过约束判断代表性的方法主要有螺旋理         

论
[14-15]

、线性变换方法
[16]

和螺旋代数法
[8,17]

。其中，

螺旋理论通过求解各运动螺旋，分析螺旋相关性得

到机构的阶；线性变换方法目前仅提出过约束数目

计算表达式，而对于过约束性质判断未加讨论；螺

旋代数法需使用欧氏空间 SE3 的李群代数 se3，写

出雅可比矩阵，通过速度和加速度分析得到公共约

束和并联冗余约束数目。黄真教授在螺旋理论基础

上形成反螺旋自由度原理
[2,18]

，通过分支约束螺旋

的线性相关性深入分析过约束问题，使过约束分析

变得更加方便。这些方法严谨可靠，是过约束判断

的通用方法。 

如果能有一种过约束计算方法不必求解雅可

比矩阵，或以复杂数学和力学知识作为理论基础，

仅需借助简单运算和法则，将使得自由度计算更为

方便。本文以一种自由度新理论——杆组参数理论

为基础，对其在机构过约束中的应用展开讨论，提

出基于机构杆组位移参数矩阵的过约束判断方法。 

1  杆组参数理论 

机构是由机架、输出构件以及连接机架和输出

构件的各个“广义杆组”所组成，这里我们定义每

个独立环路与其相邻环路不重复独立杆件的组合称

为广义杆组，简称为杆组
[19]

。杆组末端构件在给定

坐标系中，未受到其他杆组约束时，杆组的全部位

移(包括线位移和角位移)参数，称为杆组位移参数，

简称为杆组参数。 

第 k 个杆组位移参数用矢量 gz
kG 表示：

gz
kG =  , x y z   ，，，，x，y，z
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是形式参数，分别代表相对三个坐标轴的转动和移

动，称为矢量元素，表示转动的、、γ 称为角位

移矢量元素；表示移动的 x、y、z 为线位移矢量元

素，元素可以独立，也可表示位移参数在某方向的

分量。元素值为非 0 或者 0：非 0 代表对应运动特

征存在，0 代表运动不存在，即表示该杆组对输出

构件产生了对应方向的约束力(偶)。 

由 n 个杆组位移参数组成的矩阵称为杆组参数

矩阵，表示为 

 M=

1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2

  
  

  

 
 
 
  
 
     
n n n n n n

x y z
x y z

x y z

 

对应列分别称为 x、y、z 方向的角位移列矢量

和线位移列矢量。参数矩阵中表达了各杆组的末端

运动特征，及各杆组对输出构件的约束情况。 

在给定坐标系中，在输出构件上满足杆组位移

参数交集条件的点，称之为基点。基点位移参数用

矢量 BO 表示，为杆组参数 gz
kG 的交集，则

BO = 1
L gz
k k G ，其中 L 为机构中杆组数目。需要指

出的是，基点参数可能是基点的全部独立位移参数，

也可能包含基点的独立和非独立位移参数
[20]

。 

2  参数垂直分量有效法则 

图 1 所示为 Sarrus 机构
[2]
，这是世界上第一个

过约束机构，构成该机构的运动副全部为转动副，

且包含了 AC 和 DF 两个杆组。每个杆组中的三个

转动副轴线平行，称为平行 R 杆组。机构中两组平

行 R 杆组中转动轴线的夹角记为。沿着杆组 AC
运动副轴线方向设为 x 方向，建立如图所示坐标系。 

 

图 1  Sarrus 机构 

(1) 当 90  时，杆组 DF 轴线沿 y 轴方向，

该机构的杆组位移参数矩阵为 

M=
0 0 0

0 0 0



 
 
 

y z
x z  

基 点 参 数 为 各 杆 组 参 数 的 交 集 ： BO = 

 0 0 0 0 0 z ，其表示动平台只能沿着 z 轴方

向平动，与机构真实运动相符。 

(2) 当 90  且 0  时，得到该机构的杆组

位移参数矩阵为 

M=
0 0 0

0

 
 
 
 

y z
x y z  

基点位移参数为各杆组参数的交集： BO = 

 0 0, 0 y z ，表示动平台除具有沿 z 方
向的移动外，同时伴随有绕 x 轴的转动和沿 y 轴方

向的移动，显然这个结果与机构实际运动不相符。

称此时杆组 DF 的 5 个运动参数、、x、y、z 中

不影响运动的为无效参数，表征杆组真实运动的为

有效参数。要想正确写出杆组参数矩阵，需要分析

哪些参数为无效参数。 

图 1 所示机构中，每个杆组对输出构件均产生

沿着杆组运动副轴线方向的约束力(在图中用单向

箭头直线表示 )，约束力夹角为。当 90   和

90  且 0  时，两个约束力对动平台约束情况

相同，均线性无关，约束了动平台在其平面内移动。

即两个共面不平行力 F1 和 F2，其中 F2 可以分解为

垂直于 F1 方向的力 F2t，和平行于 F1 方向的分力

F2n，其中 F2t 为约束物体在平面内移动的有效分力。 

结合该思想，杆组 DF 的位移参数同样可分解

为垂直于杆组 AC 轴线方向即 x 方向的位移参数和

沿着 x 方向的位移参数，表示为 

2
DFG  0  x y z = 
DF
nG  0 0 0 y z  + 

DF
tG  0 0 0 x z  

式中， DF
nG  0 0 0 y z 表示平行于杆组

AC 轴线方向的位移参数，其产生的约束与杆组 AC
所 产 生 的 约 束 完 全 相 同 ， 为 无 效 参 数 ；

DF
tG  0 0 0 x z 表示垂直于 AC 轴线方

向的位移参数，为有效参数，产生一个垂直杆组 AC
轴线方向的有效约束力。而杆组位移参数矩阵中涉

及的位移参数均指有效参数，所以图 1 所示 Sarrus

机构当 90  或 90  且 0  时，杆组有效参数

矩阵均应为 

M=
0 0 0

0 0 0



 
 
 

y z
x z  

基点位移参数 BO =  0 0 0, 0 0 z ，动

平台的运动为沿 z 轴方向平动。 

总之，对于两组夹角不为零的平行 R 杆组，其

中一组位移参数中垂直于另一组位移参数的分量为

有效分量，用于求解机构自由度，称为参数垂直分

量有效法则。此法则是对杆组参数理论的进一步补

充，扩大了其应用范围，同样也为过约束判断奠定

基础。 
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3  过约束判断 

并联机构中，当各杆组对动平台提供两个或以

上作用效果相同的约束时，便构成过约束。过约束

产生的本质是分支约束螺旋发生了线性相关          

性
[21-22]

。而杆组参数矢量中零元素则表示杆组对输

出构件施加的约束，限制动平台在对应方向产生移

动(或转动)，杆组参数矩阵中如果同一列矢量有两

个或以上零元素存在，则表示各杆组施加某方向的

多个平行约束力或力偶，而这些约束在满足一定几

何特点条件下便会构成过约束。因此，本节拟以杆

组理论为基础，系统讨论基于杆组参数矩阵进行过

约束判断的新方法。 

3.1  基于杆组理论进行过约束判断的原理 

各杆组对动平台所施加的约束力(偶)在空间下

几何关系分为平行(包含共轴、共面平行和空间平

行)、共面(包含共面汇交)、空间(包含空间共点)。

分析这几种情况下杆组位移参数，重点考虑其中的

零元素。 

3.1.1  约束力(偶)平行 

当杆组对动平台施加同方向约束时，表示平行

约束力(偶)的两个或以上零元素在杆组参数矩阵中

出现在同一列矢量中。如 

 M1=

1 1 1 1 1

2 2 2 2 2

0
0

0 n n n n n

x y z
x y z

x y z

 
 

 

 
 
 
  
 
       

表示存在 n 个 x 方向的平行约束力偶，其几何特点

可能为共轴、共面平行或空间平行。 

3.1.2  约束力(偶)共面不平行 

当杆组对动平台施加共面的约束力(偶)(设为

xy 平面)时，根据参数垂直分量有效法则，其中一个

杆组所产生的约束力(偶)设为 x 方向，则其他杆组

所产生与其共面但不平行的约束力(偶)在 y 方向的

分量为有效分量。例如 n 个 xy 面内共面不平行约束

力偶所对应的杆组参数矩阵为 

 M2=

1 1 1 1 1

2 2 2 2 2

0
0

0n n n n n

x y z
x y z

x y z

 
 

 

 
 
 
  
 
       

即 y 方向的角位移矢量中存在(n1)个零元素，动平

台受到(n1)个 y 方向的平行约束力偶。 

3.1.3  约束力(偶)空间不平行 

当杆组对动平台施加空间任意约束力(偶)时，

根据参数垂直分量有效法则，其中第一个杆组所产

生的约束力(偶)设为 x 方向，第二个杆组所产生的

约束力(偶)在 y 方向分量为有效分量，则其他杆组

所产生的不共面且不平行的约束力偶在 z 方向分量

则为有效分量。例如 

 M3=

1 1 1 1 1

2 2 2 2 2

3 3 3 3 3

0
0

0

0n n n n n

x y z
x y z
x y z

x y z

 
 
 

 

 
 
 
 
 
 
 
     

 

则表示 n 个空间不平行约束力偶所对应的杆组参

数矩阵，其中 z 方向的角位移列矢量中存在(n2)

个零元素，动平台受到(n2)个 z 方向的平行约束

力偶。 

总之，根据参数垂直分量有效法则，将约束线

矢和偶量不同几何特点转化为几何条件为平行的约

束力(偶)，为得到机构中的过约束，需要分析这些

施加在输出构件上平行约束间的线性相关性。输出

构件所受约束不是这些平行约束力(偶)的简单叠

加，相同约束在不同几何条件下会产生不同的效果，

约束不同的自由度，因此需要考虑平行约束力(偶)

在不同几何空间下的线性相关性。平行约束力(偶)

的几何条件可以为共轴、共面平行、空间平行。接

下来基于杆组参数矩阵，分别讨论常用到的几种情

况下过约束的判断。 

3.2  过约束判断方法 

3.2.1  角位移同一列矢量中具有至少两个零元素 

由 n 个杆组组成的并联机构中，杆组参数矩阵

M 的角位移同一列矢量中具有一个以上零元素，即

表示杆组中仅存在平行约束力偶。由于力偶为自由

矢量，同方向的平行约束力偶无论满足共轴或是共

面平行、空间平行条件，其最大线性无关数均为 1。

即当 i(1 i n  )个连接动平台和定平台的杆组均对

输出构件产生一个同方向约束力偶时，这几个力偶

便构成过约束。 

当 i=n 时，表明每个杆组均对输出构件同时施

加同一方向的约束力偶，n 个平行约束力偶构成一

个公共约束即 1  ，机构的阶随之降“1”；当

1 i n  时，该 i 个约束力偶构成并联冗余约束，因

平行约束力偶的最大线性无关数为 1，所以对应并

联冗余约束的数目为 1i   。 
3.2.2  线位移同一列矢量中具有至少两个零元素 

由 n 个杆组组成的并联机构所对应的杆组参数

矩阵为 M，仅线位移同一列矢量中具有一个以上零

元素时，即表示杆组中仅存在平行约束力。力矢为

非自由矢量，其在不同几何空间下的线性相关性各
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不相同。 

(1) 约束力共轴。当 i 个同向约束力共轴时，由

于其最大线性无关数为 1，则对应过约束的数目

1i   。且当 i=n 时，i 个零元素表示的 i 个共轴

平行约束力构成一个公共约束， 1  。 

(2) 约束力共面平行。由于 i 个平行共面约束力

最大线性无关数为 2，则其对应的过约束数目为

2i   。该 i 个共面平行的约束力不能构成公共约

束，只能为并联冗余约束。 

(3) 约束力空间平行。由于 i 个空间平行约束力

最大线性无关数为 3，则其对应过约束的数目为

3i   。且不能构成公共约束，只能为并联冗余

约束。 

3.2.3  线位移同一列矢量和角位移同一列矢量中均

存在零元素 

n 个杆组组成的并联机构，其杆组参数矩阵 M
的线位移同一列矢量中具有 i(1 i n  )个零元素，

表示杆组对输出构件同时施加 i 个平行约束力。 

(1) 当 i 个平行约束力共面时。如果在平行约束

力线矢构成的平面法线方向上，存在约束力偶，即

对应方向的角位移列矢量中存在一个零元素，根据

第 3.2.2 节中(2)所描述情况，该 i(1 i n  )个平行约

束力中有(i  2)个过约束，同时“当两个约束力组成

的平面法线方向上有约束力偶时，便构成一个过约

束
[2]

”。 所 以 该 情 况 下 总 的 过 约 束 数 目 为

2 1 1i i      。且当 i=n 时，n 个平行约束力和

平面法线方向的一个约束力偶构成一个公共约束，

即 1  。 

(2) 当 i 个平行约束力空间平行时。如果在平行

约束力线矢的垂直方向上存在约束力偶，即对应方

向的角移位列矢量中存在一个零元素，根据第 3.2.2

节中(3)所描述情况，该 i(1 i n  )个平行约束力存

在(i  3)个过约束，同时“空间平行的三个约束力及

一个相垂直的约束力偶，构成一个过约束
[2]
”。所以

该情况下总的过约束数目为 3 1 2i i      。且

i=n 时也不能构成公共约束。 

如上述分析，基于杆组理论和参数垂直分量有

效法则，可以将线矢和偶量在多种不同几何空间下

的线性相关性问题简化为平行约束力(偶)相关性判

断，表 1 列出了常用的几种杆组参数矩阵中零元素

所对应的过约束。 

表 1  基于杆组理论的过约束判断 

序号 杆组参数矩阵描述 几何特点 图示(单向箭头表示约束力，双向箭头表示约束力偶) 公共约束 并联冗余约束

1 任意平行(i=n) 1 0 

2 

  角位移同一列矢量

中存在 i 个零元素 任意平行(i<n) 
 

0 i1 

3 共轴(i=n) 1 0 

4 共轴(i<n) 
 

0 i1 

5 共面平行(i=n) 0 i2 

6 共面平行(i<n) 
 

0 i2 

7 空间平行(i=n) 0 i3 

8 

  线位移同一列矢量

中存在 i 个零元素 

空间平行(i<n) 
 

0 i3 

9 
i(i=n)个约束力共面 

平行 
1 0 

10 
i(i<n)个约束力共面 

平行 

 

0 i1 

11 

  线位移同一列矢量

中存在 i 个零元素，且

在其垂直方向对应的

角位移同一列矢量中

存在零元素 
i ( 1 i n  )个约 

束力空间平行 

…
 0 i2 
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总之，过约束判断原则可总结如下。 

原则 1：某方向的角位移同一列矢量中各元素

均为零，表示对应方向的一个公共约束力偶。 
原则 2：某方向的线位移同一列矢量中各元素

均为零，不一定表示公共约束，只有当零元素所表

示的约束力全部共线或约束力作用线组成的平面法

线方向上存在约束力偶时表示公共约束。 

原则 3：某方向的角位移同一列矢量中有

i(1<i<n)个零元素时，表示(i1)个并联冗余约束。 

原则 4：某方向的线位移列矢量中有 i(1<i<n)

个零元素时，不一定表示过约束。当零元素所表示

的 i 个约束力共线时，存在(i1)个并联冗余约束；

当 i 个约束力共面时存在(i2)个并联冗余约束；当

i 个约束力空间平行时存在(i3)个并联冗余约束。 

原则 5：某方向的线位移同一列矢量中存在

i(1<i<n)个零元素，当零元素所表示的 i 个约束力共

面，且在其平面法线方向上存在角位移为零的元素，

则存在(i1)个并联冗余约束。 

原则 6：某方向的线位移同一列矢量中存在

i(1<in)个零元素，当零元素所表示的 i 个约束力空

间平行，且在其垂直方向上存在角位移元素为零的

量，则存在(i  2)个并联冗余约束。 

基于杆组理论，对机构进行过约束判断，首先

根据组成杆组的运动副类型和轴线关系，写出机构

的杆组参数矩阵 M，结合上述原则 1 和 2 进行机构

公共约束判断，进而得到机构的阶；结合原则 3~

原则 6 可确定机构中并联冗余约束的数目。上述过

约束判断原则的提出，将分析约束力(偶)的多种几

何空间关系下线性相关性，简化为判断平行约束力

(偶)间的几何空间关系，使过约束判断更为直观、

方便。 

4  实例 

为更好解释并验证上述理论，本节以图 2 所示

的单自由度移动并联机构 3-RRR 机构为例来进行

过约束判断及自由度计算。 

图 2 所示为两个 Sarrus 机构组合而成的机构，

由 3 个相同的 RRR 分支同时连接上下平台，每个分

支均是由轴线相互平行的三个转动运动副构成，且

三个分支轴线均分布在基面内，其夹角记为

 ( 0 90    )。为使杆组位移参数最少，沿着其

中一个杆组的运动副轴线方向建立坐标轴，坐标系

如图 2 所示。 

 

图 2  3-RRR 机构 

4.1  确定机构杆组参数矩阵 

该机构中的三个平行 R 杆组，杆组 1 中转动轴

线与杆组 2 的转动轴线夹角不为零，根据“参数垂

直分量有效法则”。设第一个杆组的轴线沿着 y 方

向，则第二个杆组的位移分量，可以分解成平行和

垂直于第一个杆组的两个分量，垂直方向的位移分

量作为有效分量，其位移参数为有效参数，用这组

有效位移参数来进行机构自由度计算 

2
FDG  0  x y z = FD

n G
 0 0 0 x z + FD

t G
 0 0 0 y z  

式中， FD
tG  0 0 0 y z 为有效分量，将

其作为杆组的有效位移参数，即杆组 2 的位移参数

为： 2
FD G  0 0 0 y z ，从而得到机构

杆组参数矩阵为 

M=
0 0 0

0 0 0
0 0 0

x z
y z

x z






 
 
 
 

 

4.2  过约束判断 

4.2.1  公共约束判断 

机构杆组参数矩阵中，绕 z 轴转动的角位移列

矢量为  T
0 0 0 ，矢量元素全部为零，表示三个

同方向的约束力偶线性相关，根据本文第 3 节中介

绍的过约束判断原则 1，说明机构含有一个公共约

束，为垂直于基面的一个公共约束力偶： 1  ，

d=61=5。 

4.2.2  联冗余约束判断 

M 矩 阵 中 x 方 向 的 角 位 移 列 矢 量 为

 T
0 0 ，该矢量中包含有两个零元素，表示两

个 x 方向的平行约束力偶，根据过约束判断原则 3

可知有(2  1)个 x 方向的并联冗余约束力偶： 1 1  。 

M 矩 阵 中 y 方 向 的 线 位 移 列 矢 量 为

 T
0 0y ，该矢量中包含两个零元素，表示两个

y 方向的共面平行约束力。同时绕 z 轴的转动角位
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移列矢量中存在零元素，表示约束力平面法线方向

上存在约束力偶，根据过约束判断原则 5，则存在

(21)个并联冗余约束： 2 1  。 

并联冗余约束数目： 1 2 1 1 2       。 

4.3  自由度计算 

通过上述分析可知该机构有一个公共约束和

两个并联冗余约束，即 1  ， 2  。将该结果代

入到“修正的 K-G 公式”即式(7)计算该机构自由    

度为 

1

( 1) 5 (8 9 1) 9 2 1
g

iF d n g f              

基点位移参数为各杆组参数的交集： BO = 

 0 0 0 0 0 z ，表示动平台具有沿 z 方向

的移动。 

5  结论 

(1) 针对含有夹角不为零的平行 R 杆组的机

构，基于杆组理论，提出参数垂直分量有效法则：

对于两组夹角不为零的平行 R 杆组，将其中一组的

位移参数中垂直于另一组的位移参数分量作为杆组

参数有效分量。该法则为含有夹角不为零的平行 R

杆组机构杆组位移参数确定奠定基础。 

(2) 基于杆组参数矩阵，将机构中过约束判断

分为三种情况并展开讨论，总结出过约束判断的 6

条原则，为过约束快速判断提供理论依据。 

(3) 以杆组为单元，基于杆组参数矩阵的过约

束判断方法，将传统过约束判断方法中分析约束力

(偶)在多种几何空间下的相关性问题，简化为平行

约束力(偶)相关性判断，通过分析杆组参数矩阵中

的零元素进行过约束判断，使得过约束判断简洁、

快速且具有实用性。这对自由度理论的发展具有一

定的参考意义。 
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