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摘要：根据给出的球面四杆机构连杆轨迹的数学模型，借助傅里叶级数这一数学工具，对连杆轨迹的谐波成分进行理论分析，

发现连杆轨迹的谐波成分与其相应转角函数谐波特征参数和机构尺寸参数的内在联系。确定球面四杆机构的基本尺寸型，在

此基础上建立包含 600 余万组机构基本尺寸型的球面四杆机构连杆轨迹的谐波特征参数数值图谱库。利用傅里叶级数理论建

立球面四杆机构处于空间任意位置时连杆曲线的数学方程，推导出计算机构的实际安装尺寸、连杆上点的位置和机构安装尺

寸参数的理论计算公式。利用建立的谐波特征参数数值图谱和推导的理论公式解决了球面四杆机构的轨迹综合问题，最后给

出算例证明本方法的可行性。 
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Synthesis of Coupler Curves of Spherical Four-bar 
Mechanism Through Fast Fourier Transform 
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Abstract：The geometrical model of spherical four-bar mechanism is proposed, the harmonic component of the coupler curves is 

analysed by using the Fourier series theory. The relationship between the harmonic component of the coupler curves and the 

harmonic component of the rotation-angle function and the dimensional type of spherical four-bar mechanism is discovered. Based 

on the basic dimensional type of spherical four-bar mechanism, a numerical atlas database of harmonic characteristic parameters of 

the spatial four-bar mechanism comprising more than 6 millions of basic dimensional types is build up. Mathematic equations for 

spherical four-bar generator on an arbitrarily arranged position are set up by using Fourier theory. The formulas which can compute 

the position for coupler point, real size and installing dimensions of the spherical four-bar mechanism are deduced. Based on those 

theoretical formulas and the numerical atlas database of the harmonic characteristic parameters, making the spherical four-bar 

mechanism path generation is possible. Finally, an example is given to prove the feasibility of the method. 
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0  前言* 

众多学者对平面机构连杆轨迹综合问题进行

了深入的研究，对空间机构轨迹综合问题的研究则
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2007AA04Z335)资助项目。20070730 收到初稿，20080331 收到修改稿 

相对较少。近年来随着空间机构的广泛应用，越来

越多的学者运用不同的方法从不同的侧面对空间

机构进行了研究。球面四杆机构是一种特殊的空间

机构，它的特点是 4 个转动副的轴线交汇于一点，

并且 4 个转动副在同一个球面上。由于球面四杆机

构兼具平面连杆机构和空间连杆机构的特性，因此

对球面四杆机构轨迹综合问题进行研究，不仅有实
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际意义，而且也有理论价值。现在作图法[1]和代数

法[2-4] 是解决球面四杆机构轨迹综合问题的主要方

法。但作图法存在精度不高、求解过程复杂等问题；

而代数法由于非线性方程的存在，求解过程十分复

杂并且只能实现有限点的轨迹综合。文献[5]利用复

矢量和频率分析等数学工具，在频域内对平面连杆

曲线进行了研究，解决了平面连杆曲线在频域内的

数学描述问题，并在文献[6-8]的基础上对平面四杆

机构的轨迹综合问题进行了深入的研究。 
本文通过分析球面四杆机构连杆轨迹与其谐

波成分的内在联系，确定了球面四杆机构的基本尺

寸型，在基本尺寸型确定的条件下推导出机构实际

安装尺寸、连杆上点的位置和机构安装尺寸参数的

理论计算公式。利用所得到的公式解决了球面四杆

机构的轨迹综合问题。 

1  球面四杆机构数学模型的建立 

如图 1 所示，设球面半径为 R，球心为 O，设

AD 杆为机架，AB、CD 为连架杆，BC 为连杆，P
点为连杆上任意一点，BC 与 BP 的夹角为 Pθ ，杆

AB、BC、CD、DA、BP 所对应的圆心角分别为α 、

γ 、β 、ξ 、 0θ ，建立固定坐标系Oxyz ，以机架作

为 Oxy 平面，以球心 O 作为固定坐标系的圆点，x
轴与构件 AB 的转动轴线 OA 重合(即左坐标)。由于

回转副 B 的轴线 OB 在机架上的轨迹为一圆锥面，

因此在圆锥面上建立直纹面活动标架 1 2 3( , , , )O e e e ，

其中 1e 为 OB 方向， 2e 为 B 点所处轨迹上的切矢量，

3 1 2= ×e e e 。 1e 、 2e 、 3e 与直角坐标系Oxyz 存在以

下关系 
 1 1 1icos sin ( jcos ksin )α α θ θ= + + =e  
 1 1icos jsin cos ksin sinα α θ α θ+ +  (1) 

 

图 1  球面四杆机构几何模型 

 2 1 1jcos( π / 2) ksin( π / 2)θ θ= + + + =e    

 1 1jsin kcosθ θ− +  (2) 

 3 1 1isin cos ( jcos ksin )α α θ θ= − + =e  

 1 1isin jcos cos kcos sinα α θ α θ− −  (3) 
式中， 1 Q tθ ω= + ，Q为曲柄 AB 的起始角度。 

P 点在直纹面活动标架轴 e1、e2、e3(图 1)上的

投影分别为 
 0cosPex R θ=  (4) 

 0 2sin sin( )Pe py R θ θ θ= − +  (5) 

 0 2sin cos( )Pe pz R θ θ θ= +  (6) 

P 点在Oxyz 坐标上的轨迹可以表示为 
 1 2 3P Pe Pe Pex y z= + +r e e e  

将式(1)～(6)代入上式可得 
 0 0 2i[cos cos sin cos( )sin ]P P Rθ α θ θ θ α= + + +r  

 0 1 0 1 2j[cos cos sin sin sin sin( )Pθ θ α θ θ θ θ+ + −  

 0 2 1sin cos( )cos cos ]P Rθ θ θ α θ+ +  

 0 1 0 1 2k[cos sin sin sin cos sin( )Pθ θ α θ θ θ θ− + −  

 0 2 1sin cos( )cos sin ]P Rθ θ θ α θ+  

在 Oyz 平面上，设 y 轴为实轴，z 轴为虚轴，则上

式可整理为 
 0 0 2i[cos cos sin cos( )sin ]P P Rθ α θ θ θ α= + + +r  

 0 0 2[cos sin sin (cos( )cosPR θ α θ θ θ α− + +  

 2 1ksin( ))]exp(k )Pθ θ θ+  

式中 k 1= − ，y 轴上的分量直接用实数表示，省略

了上式中的 j。 
当曲柄 AB 的起始角度为 0 时( 0Q = )，机构处

于标准安装，对于 x 轴的分量 Pxr 可以表示为 

0 0 2( ) cos cos sin cos( ( ) )sinPx Pt R R t dθ α θ θ θ= + +r  (7) 
同样，对于 Oyz 平面的分量 Pyzr 可以表示为 

0( ) [cos sinPyz t R θ α= −r 0 2sin (cos( ( ) )cosPtθ θ θ α+ +  

 2 1ksin( ( ) ))]exp(k )Ptθ θ θ+  (8) 

当机构处于一般位置时(图 2)，球面机构的球心

O' 与 所 选 坐 标 原 点 O 的 位 置 关 系 为

i j kx y zO O O= + +R ，轨迹生成时原动件的起始角

(即曲柄与机架之间的夹角)为Q，整个机架绕 x' 轴
旋转角 xθ ，那么由式(7)可知一般位置时连杆轨迹在

x 轴分量 Pxr 的表达式为 
 0( ) cos cosPx xt t O R θ α′+ = + +r  

 0 2sin cos( ( ) )sinPR t tθ θ θ α′+ +  (9) 
式中  /t Q ω′ =  

由式(8)可知，对于图 2中Oyz平面的分量 Pyzr 可

以表示为 
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图 2  一般装配位置的球面四杆机构 

 0( ) exp(k ) exp(k ) [cos sinPyz xt t R' Rμ θ θ α′+ = + −r  

 0 2sin (cos( ( ) )cosPt tθ θ θ α′+ + +  
 2 1ksin( ( ) ))]exp(k )Pt tθ θ θ′+ +  (10) 

式中  2 2
y zR' O O= +  

       arctan( / )z yO Oμ =  

式(9)、(10)为球面机构处于任意位置时连杆曲

线的数学表达式。 

2  球面四杆机构连杆曲线的谐波分析 

由于式(7)中 2 ( ) Ptθ θ+ 是一个以 2π 为周期的周

期函数，所以 Pxr 也为一个以 2π 为周期的周期函数。

设 2cos( ( ) )Ptθ θ+ 的一维傅里叶级数展开式为 

   2cos( ( ) ) exp(k )exp(k )P n n
n

t c n tθ θ ϕ ω
∞

=−∞

+ = ∑  (11) 

当曲柄 AB 的起始角度为Q，其他条件不变时

2cos( ( ) )Pt tθ θ′+ + 的一维傅里叶级数展开式为 
 2cos( ( ) )Pt tθ θ′+ + =  

 exp(k( ))exp(k )n n
n

c nQ n tϕ ω
∞

=−∞

+∑  (12) 

将式(12)代入式(9)可得 
 0 0( ) cos cos sin sinPx xr t t O R Rθ α θ α′+ = + + ×  

 exp(k )exp(k )n n
n

c n tϕ ω
∞

=−∞
∑  

合并 0 次项 
 ( )Px t t′+ =r  
 0 0 0 0( cos cos sin sin exp(k ))xO R Rcθ α θ α ϕ+ + +  

 0
0

sin sin exp(k( ))exp(k )n n
n

R c nQ n tθ α ϕ ω
≠

+∑  (13) 

对式(11)进行归一化处理，即将所有项同除以

任意一项的系数(本文取–1 项)可得 

 2 1
1

1 cos( ( ) )exp( k )pt
c

θ θ ϕ−
−

+ − =  

 1
1

exp(k( ))exp(k )n
n

n

c
n t

c
ϕ ϕ ω

∞

−
=−∞ −

−∑  (14) 

对式(13)进行归一化处理可得 

 1
1 0

( )
exp(k( ))

 sin sin
Px t t

Q
R c

ϕ
θ α −

−

′+
− =

r
 

 0
1 0

1 ( cos cos
 sin sin xO R

R c
θ α

θ α−

+ +  

 0 0 0 1sin sin exp(k ))exp( k( ))Rc Qθ α ϕ ϕ−− − +  

 1
0 1

exp(k( ( 1) ))exp(k )n
n

n

c
n Q n t

c
ϕ ϕ ω−

≠ −

− + +∑  (15) 

比较式(14)、(15)可知除 0 次项外其他项幅值对

应相等，相位差 ( 1)n Q+ 。 
由于式(8)中 2 ( ) Ptθ θ+ 是一个以 2π 为周期的周

期函数，所以 Pyzr 也为一以 2π 为周期的周期函数。

设 2 2cos( ( ) )cos ksin( ( ) )P Pt tθ θ α θ θ+ + + 的二维傅里

叶级数展开式为 
 2 2cos( ( ) )cos ksin( ( ) )P Pt tθ θ α θ θ+ + + =  

 exp(k )exp(k )n n
n

c n tϕ ω
∞

=−∞

′ ′∑  (16) 

当曲柄 AB 的起始角度为Q，其他条件不变时，

2 2cos( ( ) )cos ksin( ( ) )P Pt t t tθ θ α θ θ′ ′+ + + + + 的二维

傅里叶级数展开式为 
 2 2cos( ( ) )cos ksin( ( ) )P Pt t t tθ θ α θ θ′ ′+ + + + + =  

 exp(k( ))exp(k )n n
n

c nQ n tϕ ω
∞

=−∞

′ ′ +∑  (17) 

将式(17)代入式(10)可得 
 ( ) exp(k )Pyz t t R' μ′+ = +r  

 0exp(k ) cos sinx Rθ θ α⎡ −⎢⎣
 

0 1sin exp(k( ))exp(k ) exp(k )m m
m

c mQ m tθ ϕ ω θ
∞

=−∞

⎤⎛ ⎞′ ′ + ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎦
∑  

合并+1 次项 
 ( ) exp(k )Pyz t t R' μ′+ = +r 0[cos sinR θ α −  

 0 0 0sin exp(k )]exp(k( ))exp(k )xc Q tθ ϕ θ ω′ ′ + −  

 0
0

sin exp(k( ( 1) ))m m x
m

R c m Qθ ϕ θ
≠

′ ′ + + + ×∑  

 exp(k( 1) )m tω+  

合并 0 次项，并设 n=m+1，则 
 ( ) exp(k )Pyz t t R' μ′+ = −r   

 1 0 1sin exp(k( ))xRc θ ϕ θ− −′ ′ + +  

 0 0 0 0[cos sin sin exp(k )]R cθ α θ ϕ′ ′− ×  

 exp(k( ))exp(k )x Q tθ ω+ −  

 0 1 1
0,1

sin exp(k( ))exp(k )n n x
n

R c nQ n tθ ϕ θ ω− −
≠

′ ′ + +∑  (18) 
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对式(16)进行归一化处理，即将所有项同除以

任意一项的系数(本文取–2 项)可得 

 2 2
2

1 exp( k )(cos( ( ) )cosPt
c

ϕ θ θ α−
−

′− + +
′

 

 2ksin( ( ) ))Ptθ θ+ =  

 2
2

exp(k( ))exp(k )n
n

n

c
n t

c
ϕ ϕ ω

∞

−
=−∞ −

′
′ ′−

′∑  (19) 

对式(18)进行归一化处理(为了与式(19)相对

应，所以取–1 项)可得 

 2
2 0

( )
exp(k(2 ))

sin
Pyz t t

Q
Rc

ϕ
θ −

−

′+
′− =

′
r

2 0

1
sinRc θ−

−
′

 

 [ exp(k )R μ′ − 1 0 1sin exp(k( ))]xRc θ ϕ θ− −′ ′ + ×  
 2exp( ( ))xk Qϕ θ−′− − + −  

 0 0 0 0
2 0

1 [cos sin sin exp(k )]
sin

c
c

θ α θ ϕ
θ−

′ ′− ×
′

 

 2exp(k(2 ))exp(k )Q tϕ ω−′− +  

 1
1 2

0,1 2

exp(k( ( 1) ))exp(k )n
n

n

c
n Q n t

c
ϕ ϕ ω−

− −
≠ −

′
′ ′− + +

′∑  (20) 

比较式(19)、(20)可知除 0 次项和+1 次项外，

其他项幅值产生对应项相等(即式(20)的第 n 项幅值

与 式 (19) 的 第 n–1 项 幅 值 相 等 ) ， 相 位 差

1( 1) n nn Q ϕ ϕ−′ ′+ + − 。 
通过以上的分析可知任何连杆曲线的轨迹  

函数均为周期函数，将连杆上任意点的轨迹函数进

行二维快速傅里叶变换 (Fast Fourier transform, 
FFT)、一维 FFT 和归一化处理后得到的幅值与函       
数 2 2cos( ( ) )cos ksin( ( ) )P Pt tθ θ α θ θ+ + + 和 函 数  

2cos(θ ( )t + )Pθ 经相应变换得到的幅值相等(除个别

项 外 ) 。 而 函 数 2cos( ( ) )Ptθ θ+ 和 函 数

2cos( ( ) )cosPtθ θ α+ +  ksin 2( ( ) )Ptθ θ+ 是由球面四

杆机构中α 、γ 、β 、ξ 和 Pθ 决定的，因此可以通

过这 5 个参数以及它们所对应谐波成分建立球面四

杆机构连杆曲线的数值图谱(本文将α 、γ 、β 、ξ
和 Pθ 定义为球面四杆机构的基本尺寸型)。令每一

基本尺寸型角度的变化步长为 1°，满足球面四杆机

构曲柄存在的几何条件，根据式(14)、(19)计算相应

基本尺寸型的谐波特征参数，将所得特征参数与基

本尺寸型存在一起，就得到了包含 600 余万组基本

尺寸型的球面四杆机构连杆轨迹数值图谱。 
将给定的轨迹通过一维 FFT 和二维 FFT，得到

的谐波特征参数与已建立的数值图谱中对应的谐

波特征参数进行模糊识别(本文采用加权 Hamming
距离作为近似程度的度量[9])。通过此方法可以在已

建立的数值图谱中识别出若干组机构基本尺寸型，

为计算机构的实际安装尺寸、连杆上点的位置和机

构安装尺寸参数奠定了基础。 

3  机构实际尺寸、连杆上点的位置和 
   机构安装参数的确定 

将 r
P
的实际轨迹分别进行一维 FFT(x 轴)及二

维 FFT(Oyz 平面)得到谐波成分分别记为 

 exp(k )Px n n
n

D ζ
∞

=−∞

= ∑r  

 exp(k )Pyz n n
n

D ζ
∞

=−∞

′ ′= ∑r  

3.1  曲柄对应圆心角α 的确定 
由式(13)、(18)的幅值大小可知(0 次和+1 次    

除外) 

 0
1

sin n

n

D
R

c
θ

−

′
=

′
  0,1n ≠  (21) 

 0sin sin n

n

D
R

c
θ α =   0,1n ≠  (22) 

由式(21)、(22)可解得 

 1arcsin n n

n n

D c
D c

α −′⎛ ⎞
= ⎜ ⎟′⎝ ⎠

  0,1n ≠  (23) 

由于基本尺寸型在前面已经确定，所以机构的

实际尺寸可利用α 与基本尺寸型对应成比例的关

系求出。 
3.2  曲柄起始角 Q 的确定 

由式(13)中+1 项的相角可知 
 1 1 Qζ ϕ= +  

整理可得 
 1 1Q ζ ϕ= −  (24) 
3.3  绕 x 轴转动角θx的确定 

由式(18)中–1 项的相角可知 
 1 2 xQζ ϕ θ− −′ ′= − +  
 1 2x Qθ ζ ϕ− −′ ′= − +  (25) 
3.4  球面机构球面半径 R 的确定 

由式(18)可知 
 1 1 0exp(k ) [cos sinD Rζ θ α′ ′ = −  

 0 0 0sin exp(k )]exp(k( )]xc Qθ ϕ θ′ ′ +  

可解得 

 2 2 2( ( ) ) / sinn nR A D /c α= +  

 1 1 0 0[ cos cos(n xA D D cζ ϕ θ′ ′ ′ ′ ′= − + +  

 1) / ] / cos( )n xQ c Qθ−′ +  (26)  

3.5  θ0 的确定 
当确定了机构的基本尺寸型后，由式(21)可知 

 0
1

arcsin n

n

D
Rc

θ
−

′⎛ ⎞
= ⎜ ⎟′⎝ ⎠

  0,1n ≠  (27) 
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3.6  在 x 轴的平移量 Ox 的确定 
由式(13)的 0 次项可以得到下式 

 0 0 0cos cos sinxD Oζ θ α= + + 0 0 0sin sin cosc θ α ϕ  

由此可知 

 0 0 0cos cos sinxO D ζ θ α= − − 0 0 0sin sin cosc θ α ϕ  (28) 

3.7  y 轴的平移量 Oy和 z 轴的平移量 Oz 的确定 
由式(18)的 0 次项可以得到下式 

0 0exp(k ) exp(k )D R'ζ μ′ ′ = − 1 0 1sin exp(k( ))xc θ ϕ θ− −′ ′ +  
由此可求出 yO 和 zO 两个参数 

 0 0 1 0 1cos sin cos( )y xO D cζ θ ϕ θ− −′ ′ ′ ′= + +  (29) 

 0 0 1 0 1sin sin sin( )z xO D cζ θ ϕ θ− −′ ′ ′ ′= + +  (30) 

通过式(23)～(30)就确定了球面四杆机构实际

尺寸、连杆上的点的位置和机构安装参数。 

4  球面四杆机构轨迹综合算例 

给定连杆轨迹如图 3a 所示，其中“+”标注为

与曲柄对应的采样点(取 64 个点)。图 3b～3d 分别

表示空间轨迹在 Oxy 平面、Oxz 平面和 Oyz 平面的

投影。将采样点经二维 FFT 和一维 FFT，以及        
归一化处理后得到的谐波特征参数与数值图谱       
库中的谐波特征参数进行模糊识别，找出了           
10 组基本尺寸型(表 1)，并算出了相应尺寸型的      
实际安装参数列于表 2。图 4 为通过本方法得到机

构产生的连杆轨迹与给定轨迹的比较。 

             
    (a)        (b)         (c)        (d) 

图 3  给定轨迹 

       
                            (a) 第 1 组                                                       (b) 第 2 组 

       

                           (c) 第 5 组                                                           (d) 第 6 组 

图 4  机构产生的连杆轨迹与给定轨迹的比较 
•表示求得的机构生成的轨迹；–表示给定的轨迹，组号与表 1 对应
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表 1  综合所得基本尺寸型 

组号 α/(°) γ/(°) β / (°) ξ /(°) θP/(°) 

1 23.0 44.0 56.0 57.0 69.0 
2 23.0 47.0 53.0 57.0 66.0 
3 24.0 47.0 51.0 58.0 63.0 
4 25.0 48.0 49.0 58.0 60.0 
5 23.0 45.0 55.0 57.0 68.0 
6 23.0 46.0 54.0 57.0 66.0 
7 23.0 46.0 55.0 56.0 15.0 
8 22.0 45.0 56.0 57.0 71.0 
9 24.0 47.0 52.0 57.0 62.0 

10 24.0 46.0 53.0 57.0 63.0 

5  结论 

(1) 根据傅里叶级数理论，提出了解决球面四

杆机构连杆轨迹综合问题的方法。 
(2) 本方法可以快速准确地从建立的数值图谱

库中找出满足给定设计要求的机构基本尺寸型并

计算出相应的实际尺寸，从而解决了整条闭合连杆

曲线的轨迹综合问题，为机构设计提供了一种行之

有效的方法。 
(3) 该方法在理论上对其他空间机构同样      

适用。

 

表 2  机构实际尺寸、连杆上点的位置和安装位置等参数 

组号 α /(°) γ /(°) β /(°) ξ /(°) θP/(°) θ0/(°) θx/(°) Q/(°) Ox/mm Oy/mm Oz/mm R/mm 

1 26.5 50.6 64.4 65.6 69.0 30.0 10.3 36.6 10.3 –5.1 –5.9 2.4 

2 23.0 47.0 53.0 57.0 66.0 30.0 15.5 28.0 10.0 –5.0 –6.0 2.7 

3 23.5 46.1 50.0 56.9 63.0 30.6 14.1 20.5 10.1 –5.1 –6.1 2.6 

4 23.4 44.9 45.8 54.2 60.0 30.5 15.4 13.7 10.1 –5.2 –6.2 2.6 

5 25.2 49.3 60.3 62.5 68.0 30.0 12.0 33.7 10.2 –5.1 –5.9 2.5 

6 24.0 48.0 56.4 59.5 66.0 30.2 13.7 29.8 10.1 –5.0 –6.0 2.6 

7 22.8 45.6 54.6 55.6 15.0 25.8 16.6 –16.60 9.6 –5.8 –6.5 3.0 

8 24.2 49.6 61.7 62.8 71.0 28.5 12.4 38.9 10.0 –5.0 –5.8 2.7 

9 23.8 46.6 51.5 56.5 62.0 30.7 15.1 21.9 10.1 –5.1 –6.1 2.6 

10 24.9 47.7 55.0 59.2 63.0 30.8 13.3 24.6 10.2 –5.1 –6.0 2.5 
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