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摘要：为了消除传统平面磨床砂轮振动对加工精度的影响，提出了采用自行设计的纳米级微定位工作台进行在线

动态补偿的方法。为了对平面磨床的动平台上安装有微定位工作台的新型机床磨削过程的特性进行研究，分析了

磨头－砂轮－微定位工作台组成系统的动力学行为。运用模态综合理论和拉格朗日方程建立了磨削过程模态坐标

下的动力学模型，并利用状态空间方法得到了磨床在模态坐标下振动响应的数值计算公式。由振型叠加原理，得

到具有微定位工作台补偿装置的新型平面磨床在物理坐标下的响应。在此基础上分析了磨床系统的动态特性和补

偿前后的加工精度。仿真结果表明，采用微定位工作台进行在线振动补偿，可有效地提高加工工件的表面质量。 

关键词：微定位工作台  平面磨床  动力学  模态综合 

中图分类号：TH113.1 

0  前言  

利用精密平面磨床加工零件时，被加工工件的

表面质量和几何精度取决于砂轮的形貌以及砂轮和

工件之间的相对运动[1]。但是在精密磨削过程中，

由于砂轮的在线修整和砂粒脱落等原因必然造成砂

轮的偏心，进而使砂轮产生强迫振动。砂轮的振动

势必会直接反映到磨削工件上而影响加工的表面质

量。由于砂轮的转速高达 3 000～6 000 r/min，要对
频率为 50～100 Hz的外界干扰进行补偿，其执行单
元的响应频率需要更高。然而采用磨头进给的传统

平面磨床，进给系统的惯量大、响应频率低。因此，

很难进行在线动态补偿。 
许多学者就如何最大限度地发挥传统磨床的潜

力，并提高加工质量进行了探索性的研究[2~5]。S. B. 
Rao 等[6] 利用 LVDT 在线测量主轴振动的误差信
号，通过 AR 模型预测控制算法得出补偿电压的数
值，进而通过液压缸驱动磨头进行在线补偿。由于

采用液压驱动质量较大的磨头，因此驱动系统的响

应频率较低，不能对较高频率的干扰信号进行补偿。

Z. Zhong 等[7] 设计了一台三个压电陶瓷(PZT)驱动
器控制的微定位工作台。通过对三个压电陶瓷的运

动进行规划，可以用来磨削大曲率半径的球面透镜。

J. D. Kim 等[8, 9] 采用电容式位移传感器作为测量元
件形成反馈回路，实时测量工作台的运动误差，通
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过计算机控制压电陶瓷驱动器在线补偿工作台的运

动误差。消除了工作台运动的几何误差，从而提高

了加工的精度。但是这种动态补偿方法没有考虑到

砂轮的振动对加工质量的影响。 
在总结已有工作的基础上，提出了在线检测砂

轮振动信号，利用压电陶瓷驱动的微定位工作台动

态补偿砂轮振动的方法。该方法的特点为直接控制

砂轮和工件之间的相对运动，从而可以有效抑制外

界干扰对加工表面质量的影响，进而大大提高加工

精度。为了对带有微定位工作台实时补偿装置的精

密平面磨床的特性进行分析，利用模态综合理论和

拉格朗日方程建立了磨头和微定位工作台组成系统

的动力学模型。在此基础上分析了动态补偿前后工

件的表面质量。 

1  平面磨床的构成 

具有在线动态补偿功能平面磨床的结构如图 1
所示。由于灰尘、砂粒脱落和热变形等因素的影响，

砂轮会产生偏心。偏心产生激振力的大小与转速的

平方成正比。在此激振力作用下，砂轮将在水平和

垂直方向上产生简谐振动。为了准确拾取砂轮的振

动信号，在砂轮前放置一个德国 PI 公司生产的
D-050 型电容式位移传感器测量砂轮垂直方向上的
振动。该电容传感器的测量范围为 50 µm，线性度
小于 0.05%，动态测量范围为 0.3～10 000 Hz。测量
信号经过后继变换电路输入到A/D转换器转换成数
字信号。计算机通过编制好的控制算法快速计算出

所需的补偿量，输出微定位工作台的控制电压。放
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置在平面磨床动平台上的微定位工作台根据控制电

压的大小进行快速的补偿运动，从而提高加工工件

的表面质量。 

 

计算机 
A/D转换器 

传感器控制器 

 

PZT放大器 D/A转 
换器 

 

图 1  平面磨床砂轮振动动态补偿图 

高性能的微定位工作台是实现对砂轮振动动态

补偿的关键环节[10]。为了加工制造和装配的方便，

该工作平台整体设计成圆柱形。三个 PI 公司生产的
P-844.10 压电陶瓷驱动器沿着运动方向以并联的方
式驱动微定位工作台的动平台，使得微定位工作台

具有 12 µm 垂向位移和小于 5 nm 的位移分辨率。
由高性能弹簧钢制造的弹性铰链预紧环节实现对压

电陶瓷驱动器的预紧，并提供垂向导向和侧向支撑

的功能，从而使该微定位工作台的垂向固有频率达

到 859 Hz。 

2  动力学建模 

具有微定位工作台动态补偿装置的平面磨床是

一个多自由度耦合系统，其主要部件包括床身、立

柱、磨头、磨床工作台和微定位工作台等。这些部

件之间通过凸缘盘、螺栓和导轨等方式彼此连接在

一起。连接部件之间的接触可以用弹簧阻尼部件来

表征。由于立柱和床身之间、床身和地基之间、磨

头和立柱之间的接触刚度很大，可以看成刚性连接。

支架子系统可简化成密度为 ?1、横截面积为 A1 的

Eular 梁。将其与立柱连接的一端等效成固定支撑，
另一端为自由状态。主轴子系统可简化成密度为 ?2、

横截面积为 A2的 Rayleigh梁，将砂轮端等效为一个
集中质量，另一端为自由状态。微定位工作台可简

化成一单自由度的弹簧－阻尼－质量系统，其刚度

和阻尼分别为 k t和 ct。将支架和主轴之间的前后轴

承分别简化为刚度为 kf、kb和阻尼为 cf、cb的弹簧

阻尼系统。磨削过程的作用等效为一个刚度为 kg的

弹簧和阻尼为 cg的阻尼器。可得磨削过程的动力学

模型如图 2所示。 

 
图 2  平面磨床动力学模型 

2.1  支架子系统建模 
假设支架子系统简化模型(Eular梁)的各个截面
中心在同一平面内，并忽略剪切变形和绕中性轴的

转动惯量，由达朗伯原理可得支架子系统梁微元运

动偏微分方程组为 
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式中  1ρ — —支架子系统的密度 

1A  — —支架子系统的横截面积 

1z  — —垂向位移 

1x  — —长度方向的坐标 

1M  — —作用的弯矩 

sh1F  — —剪切力 

对于 Eular 梁，存在本构关系 
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式中  E1 — —支架子系统梁单元的弹性模量 
I1 — —截面惯性矩 
将式(2)代入式(1)，可得 Euler 梁模型下支架子
系统的运动偏微分方程为 
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由式(3)可得 Eular 梁的振型函数的通解为 
 1 1 1 1 1 2 1 1 3 1 1 4 1 1( ) sin cos sinh coshf x B x B x B x B xλ λ λ λ= + + +  

式中  4 2
1 1 1 1 1 1A E Iλ ρ ω=  

考虑边界条件 
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可得支架子系统的频率方程为 
 1 1 1 1cos cosh 1L Lλ λ = −  (4) 
式中  1L — —支架子系统的长度 
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利用数值计算方法求解式(4)，可得支架子系统
的固有频率 ? 1，将其代入振型函数的通解，即可求

出支架子系统的振型矩阵，进而得到支架子系统的

模态质量和模态刚度如下 

 
  

1 T T
1 1 1 1 1 1 1 10

( ) ( )d
L

A x x xρ= ∫m F F  

 
  

1 T T
1 1 1 1 1 1 1 10

( ) ( )d
L

E I x x x′′ ′′= ∫k F F  

式中  1F — —支架子系统的振型矩阵 

设支架子系统广义坐标为 

1

T
1 1[ , , ]jp=p L L  

则支架子系统的广义动、势能为 
T
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2.2  主轴子系统建模 
将主轴子系统简化为 Rayleigh梁模型，同样利
用达朗伯原理得其微元的运动微分方程组为 
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式中  2ρ — —主轴子系统的密度 

2A  — —主轴子系统的横截面积 

2z  — —主轴子系统的垂向位移 

2x  — —主轴子系统长度方向的坐标 

2M  — —主轴子系统上的弯矩 

sh2F  — —主轴子系统上的剪切力 

考虑 Rayleigh梁的本构关系和位移协调条件，
可得 Rayleigh梁模型下主轴子系统的运动偏微分方
程为 
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式中  2E — —主轴子系统梁单元的弹性模量 

2I  — —主轴子系统的惯性矩 

考虑边界条件，得主轴子系统的频率方程为 
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式中  2L  — —主轴子系统的长度 

3ρ — —砂轮的密度 

3A  — —砂轮的等效截面积 

3L  — —砂轮的长度 
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利用数值计算方法求解式(7)，可得到主轴子系
统的固有频率 ? 2，进而求出主轴子系统的主振型矩

阵，则可得主轴子系统的模态质量和模态刚度如下 

 ( )    
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设主轴子系统广义坐标为 
 

2

T
2 2[ , , ]jp=p L L  

则主轴子系统的广义动、势能为 

 T
K 2 2 2 2

1
2

E = p m p& &   T
P 2 2 2 2

1
2

E = p k p  

2.3  微定位工作台子系统建模 
将微定位工作台等效为单自由度弹簧－阻尼－

质量系统，动平台和工件的质量为 mt=mp+mw，z向
的等效刚度和等效阻尼分别为 k t和 ct。设微定位工

作台的 z向位移为 zt，可得其运动微分方程为 
 t t t t t t 0m z c z k z+ + =&& &  (8) 

进而得到系统的广义动、势能和瑞雷能分别为 

 2
K 3 t t

1
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2.4  轴承耦合子系统建模 
将轴承子系统等效为两个弹簧－阻尼系统，其

刚度分别为 kf、kb，阻尼分别为 cf、cb，则轴承耦合

子系统的刚度和阻尼矩阵分别为 
 s f bdiag( , )k k=k     s f bdiag( , )c c=c  

利用支架子系统和主轴子系统的广义位移来建

立轴承子系统的广义相对位移，可以自动满足位移

协调和力协调条件，其具体表达式为 
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式中  1B — —约束矩阵  
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则轴承子系统的势能和瑞雷能分别为 
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2.5  磨削过程子系统建模 
当进行磨削加工时，砂轮和工件间的接触可以

用一个弹簧阻尼器来代替。为了确定主轴子系统  
和微定位工作台子系统之间的联系，建立如下约束

矩阵 

( )2 2 2 1L= −  B Φ  

设磨削刚度和阻尼分别为 kg和 cg，则磨削过程

子系统的势能和瑞雷能分别为 
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2.6  磨床子系统综合 
将上述得到的磨床系统的总动、势能和瑞雷能

分别为代入拉格朗日方程，可得磨床系统在广义模

态坐标下的运动微分方程为 
 + + =Mp Cp Kp F&& &  (10) 

式中  
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F — —磨床所受到的模态力 
将式(10)改写成状态空间的形式如下 
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则磨床系统的振动方程可以表示为 
 = +R HR GF&  (12) 
式(12)的通解可表示为 

[ ] [ ]
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t

t
t t t t t τ τ= − + −∫R H R H GF  

(13) 
为了便于数值计算，将式(13)离散化，可得状
态从 t0时刻到 t0＋? t时刻的解析表达式为 
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(14) 
利用振型迭加原理，可以得到磨床在物理坐标

下 z向的响应为 
 1 1 1z = ∑F p   2 2 2z = ∑F p   t tz z=  (15) 

在磨削过程中，由于偏心的产生而引起砂轮的

强迫振动，设偏心激振力为 
 2

1 3( ) sinF t m r tω ω=  (16) 

将其转换成模态坐标下的模态力为 
2 T T

21 2 2 1 2 2 2 1 2 20
( ) ( ) ( )d ( ) ( )

L
x L F t x x F t Lδ= − =∫F Φ Φ  

(17) 
设磨削力为 2 ( )F t ，则砂轮和微定位工作台受到

的模态力分别为 
2 T T

22 2 2 2 2 2 2 2 2 20
( ) ( ) ( ) d ( ) ( )

L
x L F t x x F t Lδ= − =∫F Φ Φ  

(18) 
 t1 2 ( )F F t= −  (19) 

因此，磨床系统受到的总模态力为 

 [ ]T
21 22 t10 F= +F F F  (20) 

3  误差补偿方法 

平面磨削加工的表面质量主要由砂轮和工件的

相对位移确定。忽略砂轮形貌的影响，将材料特性

的影响用塑性系数来表示，可得到工件的波纹度表

达式如下 
 ( )2 tA z zλ= −  (21) 

式中  A — —工件波纹度 
λ  — —描述材料弹塑性的系数 
为了消除在外力作用下，砂轮振动对加工工件

表面质量的影响，微定位工作台需要对砂轮的振动

进行实时的补偿。为实现对砂轮振动的补偿，微定

位工作台的驱动力 Fd可由下式确定 

 d p d id d dF k A k A t k A t= + + ∫  (22) 

式中  kp— —比例环节系数 
kd — —微分环节系数 
k i — —积分环节系数 
将驱动力转换成模态坐标下的模态力为 

 t 2 dF F=  (23) 

则动态误差补偿后，磨床系统受到的模态力为 

 [ ]T
21 22 t1 t 20 F F= + +F F F  (24) 

将式(20)和(24)分别代入式(14)，可以计算出动
态补偿前后砂轮和微定位工作台在模态坐标下的响

应。运用振型叠加原理可以得到物理坐标下的响应。

将其分别代入式(21)，可得动态补偿前后被加工工
件的波纹度。 

4  数值仿真 

根据以上建立的模型，可以对磨床的动力学特
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性进行仿真研究。仿真的参数通过磨床的技术说明

手册和试验的方法得到，仿真物理参数如下。 
支架的密度 ?1：7.8×103 kg/m3 
主轴的密度 ?2：7.8×103 kg/m3 
砂轮的密度 ?3：11.6×103 kg/m3 
动平台的质量 mt：5 kg 
支架的截面积 A1：1×10–2 m2 
主轴的截面积 A2：1×10–3 m2 
前轴承的等效刚度 kf：1.2×108 N/m 
后轴承的等效刚度 kb：2.4×108 N/m 
砂轮受到简谐激振力作用时，砂轮的响应曲线

如图 3 所示。由图可以看出，当外界激振力为     
352 Hz、980 Hz 和 1 323 Hz 时，磨床系统将发生共
振现象。利用微定位工作台对砂轮的振动进行动态

补偿时，补偿的频率要尽量避开磨床系统的共振点，

以免磨削时产生颤振现象从而降低加工的精度并加

速砂轮的磨损。 

 
图 3  砂轮振幅随激振频率变化曲线 

图 4为磨削等效刚度对磨床系统固有频率的影
响。由图 4可以看出，在没有进行磨削加工时，即
磨削刚度为零时，磨床的第一阶固有频率为292 Hz，
随着磨削刚度的增加，磨床系统的第一阶固有频率

也随之增大。分析其原因为：在没有磨削时，磨头

处于悬臂状态；开始磨削之后，相当于在砂轮处增

加一个支点，所以系统的固有频率提高。 

 

图 4  磨削刚度对磨床固有频率的影响 

图 5为砂轮受到 10 N阶跃磨削力作用时，平面
磨床的支架－砂轮－微定位工作台组成系统的振动

响应。由图 5可以看出，各部件在阶跃磨削力作用
下，均产生高频的振荡现象，由于阻尼的作用，振

荡的幅值逐渐减小。砂轮的位移分别为 0.7 µm，而
微定位工作台的位移仅为 42 nm。因此，该微定位
工作台的刚度足够高，可以用来对砂轮的振动进行

在线补偿。 

 

图 5  阶跃磨削力下磨床的振动响应 

为了验证微定位工作台对砂轮离心力引起的强

迫振动的补偿作用，对磨削过程进行动态补偿前后

磨削工件表面形貌进行了仿真，仿真结果如图 6所
示。由图 6可以看出，进行砂轮振动的动态补偿以
后，可以明显地减小磨削工件的波纹度。从而说明

利用该微定位工作台可以动态补偿砂轮振动，进而

达到提高加工质量的作用。 

 

(a) 动态补偿前 

0.
46

 µ
m

 

 

 

(b) 动态补偿后 

0.
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µ
m

 

 

图 6  动态补偿前后磨削工件表面 

5  结论 

(1) 为了提高数控平面磨床的加工精度，提出
了利用高刚度、高响应速度的纳米级微定位工作台

对砂轮振动进行在线振动补偿的方法。 
(2) 为了研究改进后磨床系统的动态特性，利
用模态综合方法和拉格朗日方程建立了模态坐标下

系统的动力学模型。利用状态空间法得出了磨床系

统在模态坐标下的响应数值计算公式。 
(3) 对平面磨床在不同载荷作用下的动态特性
进行了仿真研究。利用微定位工作台可以对砂轮在

离心力作用下的强迫振动进行动态振动补偿。因此，
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该平面磨床能够充分发挥其加工能力，并能够大大

提高磨削加工的表面质量。 
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MODELING OF PRECISION GRINDING 
PROCESS BASED ON MICRO- 

POSITIONING TABLE AND ERROR 
COMPENSATION TECHNOLOGY 
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Abstract：In order to eliminate the influence of the wheel 

vibration on machining precision of the workpiece, a 

micropositioning workpiece table with nanometer resolution is 

utilized to implement dynamic compensation. In order to study 

the characteristics of the grinding machine modulate with 

micropositioning table, the modal synthesis method and 

Lagrange ’s equation are utilized to establish the dynamic 

equation of the intelligent grinding machine system. According 

to the fact, the whole system is divided into three subsystems 

connected by two constrain matrixes. Using the state-space 

method, the numerical solution is obtained. Then the response 

of the system can be achieved using the principle of modal 

superposition. Accordingly, the dynamic characteristics of the 

system and machining precision before and after compensation 

are analyzed. The simulation results show that the machining 

accuracy of the workpiece can be effectively improved by 

utilizing the micro-positioning workpiece table to implement 

dynamic compensation. 
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