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摘要 为了得到通用 Stewart 平台的运动学正向求解非线性方程组的全部解或者使其求解效率满足实时应用 研

究人员进行了长期的研究 找到多种解决方案 但是不同方案之间缺乏系统的比较 为此 对并联机构的运动学

正向数值求解研究进行了综述 并且 针对通用 Stewart 平台的四种典型运动学正向数值求解方法 在精度一致

的前提下 比较了计算效率 结果表明 改进的 Jacobi矩阵法的计算时间开销在 1 ms 以内 计算效率最高 建

议在实时场合下应用  

关键词 Stewart 平台  并联机构  运动学正解 

中图分类号 TH112 

0  前言 

∗近 10年来 Stewart平台型并联机构引起了研

究者的极大兴趣 同时人们也发现 在机构设计

运动学分析及运动控制中 都要用到此类机构的运

动学正向求解 由于求解涉及一组包含六个参数的

非线性方程 在应用中很难给出解析解 另外 如

果采用数值方法求解 解的初值及求解实时性也是

很大的问题 因此 如何给出全部解析解以及解决

求解实时性是该类机构运动学正向求解研究的重

点 研究方法基本有两大类 即解析法和数值法

解析法通过消元技术消去机构约束方程中的未知

数 从而使机构的运动学正向求解方程成为只含有

一个未知数的高次方程 目前有很多特殊构型的并

联机构的解析解已经获得[1~3] 其中大部分的研究是

针对存在复合铰的 6-3型 Stewart平台 如运动平台

上的铰点成对结合 固定平台的铰点分散分布 或

者布局正好相反 或者两个平台上的铰点都是成对

结合 Nanua等[1]和 Innocenti[2]分别得出结论 具有

复合铰的 6-3型 Stewart 平台的运动学正解存在 16

组解 他们的研究基本上满足了 6-3型 Stewart 平台

的正向解析求解要求 Hunt 等[4]预计通用 Stewart

平台的解为 40 48 54或者 64组 Bhaskar[5]进一

步给出 6 4 组解的结论 W a m p l e r [ 6 ]  
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MLHusty[7]则随后分别推导得出通用Stewart平台有

40 组解 而 Merlet[8]更是认为全部解有 1 320 组

数值法求解可以划分为迭代搜索和优化方法两类

其中 迭代搜索方法又存在六维搜索[9,10] 三维搜

索[11,12] 逐次逼近搜索[13]等 优化方法是利用神经

元网络[14,15]和遗传算法[16,17] 将非线性方程组的求

解转化为优化问题求解 总的看来 解析法的研究

集中在寻找全部解 而数值法的研究注重提高求解

效率 满足实时性的要求 在实际应用中 如何快

速找到合理解比找到全部解更有意义 所以着重对

数值法的研究进行详细分析 逐一阐述其优缺点

希望能够为实时应用场合选择合适的算法提供一定

的依据  

1  运动学正解模型 

图 1 是一个通用的 Stewart 平台结构图 PA和

PB分别代表与固定平台和运动平台固联的坐标系

Ai 表示固定平台上的六个铰点(以下如果没有特别

说明 i=1, , 6) Bi表示运动平台上的六个铰点

Ai与 Bi在各自坐标系中的坐标 PiA和 PiB已知 六条

驱动腿腿长 iL 也已知 则求解运动平台在笛卡儿坐

标系中的位置(x y z)和姿态(á â γ)的问题 称
为运动学正解 其数学模型表达为 

iAiB
A
BiL PTPR −+⋅=            (1) 

式中  A
BR 坐标系 PB到坐标系 PA的旋转矩阵

包含运动平台的姿态信息 
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        T 坐标系PB的原点在坐标系PA中的位

置 代表运动平台的位置 
T),,( zyx=T               (2) 

 

图 1  通用 Stewart 平台结构 

由式(1)可知 并联机构的正向运动学问题是求

解一个六维非线性方程组的问题 但是 同纯粹的

非线性方程组求解不同的是 机构构型的特征在求

解过程中可以被充分利用 所以 式(1)的求解存在

多种方法  

2  运动学正向数值求解 

2.1  迭代搜索 

2.1.1  六维迭代搜索 

(1) Newton-Raphson法 

Newton-Raphson 法是求解非线性方程组比较

有效的传统的数值方法 具体求解过程参见文    
献[9]  

众所周知 该方法的缺点是对初值的依赖性较

大 迭代的初值决定了收敛目标 如果初值选取不

当 迭代容易发散 另外 求解过程中有可能存在

矩阵奇异 这两个问题至今没有得到很好的解决

Mcaree 等[17]提出的改善求解鲁棒性的方法仅仅适

用于 3-6型的 Stewart平台 对通用型 Stewart 平台

的研究正在进行中 但是 观察旋转矩阵的表达式

我们会发现 采用 RPY角表示的旋转矩阵代替欧拉

角表示的旋转矩阵 基本能够避免由欧拉角带来的

Jacobi矩阵的奇异 由于 Stewart 平台机构设计完成

后 其相应的工作空间已经确定 经过大量的计算

发现 只要初值选取在工作空间中 Newton-Raphson

法均能够收敛到合理解上  

(2) 改进的 Jacobi矩阵法 
Jacobi 矩阵一般被定义为关节空间向操作空间

运动速度传递的广义传动比[18] Nguyen[10]将驱动腿

的速度与运动平台在固定坐标系中的运动速度及欧

拉角速度的传递比定义为改进的 Jacobi矩阵 并 

且给出了 Jacobi 矩阵的解析表达式 这样 在

Newton-Raphson法中 数值求解 Jacobi矩阵可以避

免 根据 Nguyen[10]的结论可知 该方法能够得到很

高的求解精度 求解误差完全可以忽略不计  
2.1.2  三维迭代搜索 

该类方法利用坐标系原点位置的选取[12]或者

机构构型的对称特征[8,11]对式(1)进行简化 从而得

到只包含三个转角参数(姿态)或者三个位置参数的

三个非线性方程 然后再利用数值方法求解 以减

少迭代搜索时间 但是在求解中发现 由于在消元

中要求解行列式 所以 计算时间的开销并不能减

少 Innocenti[12]提出的消元过程如下 将固定平台

坐标系的原点建立在铰点 A1上 所以有 
2

1
T L=⋅TT                 (3) 

同时 对 6,,2 Λ=i 有 
2T )()( iiAiB

A
BiAiB

A
B L=−+⋅−+ PPRTPPRT    (4) 

式(4)减式(3)并且整理得到 

2/)(

)(
222

1
2T

T

iBiAiiB
A
BiA

iAiB
A
B

LL PPPRP

TPPR

−−−+⋅

=⋅−
    

(5)
 

观察式(5)的左边可以得到 位置参数 x y z

呈线性关系 所以 未知的位置参数可以从六维非

线性方程组中消去 也就是说 通过求解式(5)(当 i = 

2, 3, 4时)得到 x y z 再重新代入式(3)及式(5)(i = 

5, 6) 利用数值方法求解这三个非线性方程 得到
姿态角 同时 位置也可以求得 Innocenti[12]还在

文献中讨论了存在无理解的情况 他认为 存在无

理解时 机构构型是不存在的 但是 如果仔细研

究求解过程不难发现 消元过程中 当行列式降秩

时 存在无穷多解 而此时 机构处于正常工作状

态 例如 当运动平台平行于固定平台 且运动平

台的转角为 0°时  

Merlet[8]采用的降维方法同 Innocenti[12]的思路

相同 只是坐标系的建立更加通用 但是这种方法

同样存在行列式为 0的情况 Merlet[8]做了进一步的

工作 在文献中给出了具体的奇异条件 以便在求

解开始时 确定这种条件不能够满足 但是虽然在

初值时确定不满足该条件 却难免在数值迭代搜索

时遇到这些条件  

曲[11]也给出了一种三维搜索方法 不同的是

他利用已知的铰点对称信息 经过简化后 得到只

包含位置参数的三个非线性方程 但是 这种降维

方法利用旋转矩阵 R的正交性质简化了约束方程
由于非线性方程组求解时初值的选取是任意的 初

值选取不当 正交性质不能够满足 求解出现无理 
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化 所以 这种方法不是很实用  

2.2  逐次逼近方法 

赵 [13] 利 用 机 构 运 动 的 物 理 意 义 将

Newton-Raphson方法进行了物理化 使求解过程物
理意义明确 即通过建立驱动腿与运动平台位姿速

度间的传递关系 将 Jacobi 矩阵解析 此时

Newton-Raphson 方法的搜索方向被明确物理化为

瞬时位置的瞬时速度方向 所以 该方法的每一次

逼近方向是该位置的瞬时速度方向 求解基本原理

同 Newton-Raphson 法  

2.3  优化方法 

Boudreau 等[16]充分利用 Stewart 平台机构位置

反解相对容易获得 把较难的位置正解问题转化为

一个优化问题 利用遗传算法的隐含并行全局优化

的特点 提出了基于遗传算法的数值正解算法 这

种方法同 Newton-Raphson 方法相比 能够得到较大

范围内的最优解 但是 Boudreau等[16]进一步指出

遗传算法对 3自由度机构来说 求解的优越性能够

很好的表现出来 主要是能够保证解的全局收敛性

对于 6自由度的 Stewart平台构型 由于解空间中存

在 40~60多组解 如果扩大求解范围 往往得不到

所需要的解 而是进入了其他的解域 造成解的不

稳定 另外 相比之下 Newton-Raphson 方法的求

解效率要高的多 同样的 3自由度机构 采用同样的
计算条件 遗传算法的求解时间为 0.13s 而采用

Newton-Raphson 法求解时间为 0.000 85 s 所以

Boudreau [16]认为 更好的方法是将二者结合 利用

遗传算法为 Newton-Raphson 法搜索初值 再采用

Newton-Raphson迭代求解  
Yee[14]和 Geng[15]分别采用神经元网络求解

Stewart 平台的运动学正解问题 具体方法略有不

同 采用神经元网络求解的一个缺点是在计算前需

要花费时间训练网络 同时精度不高 Yee[14]给出

的最好精度在 0.017 mm和 0.017°  

3  计算效率的比较 

根据文献[14,16]的结论 不再研究神经元网络

和遗传算法在 Stewart 平台型并联机构运动学正解
中的应用  

由上面的综述可知 Newton-Raphson 法 改进

的 Jacobi矩阵法 降三维迭代搜索法以及逐次逼近

法均为 Stewart 平台型并联机构的运动学正解提供

了有效的数值求解方法 其中 Newton-Raphson 法
全部采用数值方法 因此 准备工作量小 通用性

好 其他三种方法则均需要一定的推导工作 而 

且对不同的构型公式不能够通用 但是 正是由于

这三种方法有一定的准备工作 所以 又提供了缩

短计算时间的可能 所综述的文献中 不同的方法

都有实例验证 但是 相互之间缺乏横向比较 因

此 在 PII350计算机上 采用 C语言分别对四种求

解方法编程 在达到相同精度的情况下 比较了各

种算法的求解效率 固定平台和运动平台上铰点的

位置参数见表 1 表 2  

             表 1  平台A六个铰点位置            mm 

A 1 2 3 4 5 6 

X 0 –274.71 –549.41 –549.41 –274.71 0 

Y 0 158.6 0 –317.2 – 475.8 –317.2 

Z 0 0 0 0 0 0 

             表 2  平台B六个铰点位置            mm 

B 1 2 3 4 5 6 

x 0 22.231 –131.7 –120.59 –7.483 –39.816 

y 0 –25.078 –67.394 –36.469 –147.75 –153.6 

z 0 0 0 0 0 0 

运动平台 B 的起始点位姿 PB为(– 0.039 288  
–0.088 100 635.980 176 –0.014 351 0.003 476

0.009 405) 姿态角的单位是度 从起点开始 运动

平台做随机振荡运动 部分运动轨迹见图 2 图 2

中给出运行时间为 1 s 取 10 点进行运动学正解计

算 对应的腿长见表 3  

B

 

图 2  运动平台的运动轨迹 

                表 3  六个驱动腿腿长             mm 

L 1 2 3 4 5 6 

1 534.649 551.33 534.649 551.22 534.579 551.31 

2 534.969 551.88 534.889 549.98 533.649 551.31 

3 535.729 553.31 535.449 546.23 530.759 551.25 

4 536.819 555.48 536.239 540.33 526.079 550.91 

5 537.739 557.36 536.789 535.12 521.829 550.45 

6 537.809 557.66 536.389 533.78 520.489 549.89 

7 536.469 555.7 534.669 537.19 522.739 549.18 

8 534.329 552.24 532.439 544.02 527.729 548.61 

9 532.329 548.57 530.579 552.08 533.899 548.48 

10 531.079 545.74 529.639 558.78 539.379 548.88 

根据以上参数 分别采用四种方法进行求解

精度为 10–5 得到相应的求解效率见图 3 由图 3 
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中可知 降三维迭代搜索方法的求解效率最低

Newton-Raphson法和逐次逼近方法的效率接近 改

进的 Jacobi矩阵法的求解效率普遍高于其他三种方

法 计算时间开销小于 1 ms  

 

图 3  求解效率的比较 

在计算中发现 降三维迭代搜索方法同其他三

种方法相比 虽然迭代搜索维数减少 但是 在消

元中要求解行列式 另外 从相同的初值点出发

迭代次数增多 所以导致最终的求解效率并没有得

到提高 而改进的 Jacobi矩阵法由于将 Jacobi阵解
析求解 所以 计算时间开销要少于数值法求解

Jacobi阵的 Newton-Raphson 法 逐次逼近法的计算

原理同 Newton-Raphson 法 所以二者的计算效率基

本一致  

4  应用 

并联机构的运动学正向求解在机构工作空间的

分析以及机构设计中必不可少 这种情况下的求解

效率并不重要 所以可以使用任何一种有效的解析

或数值方法 由于 Newton-Raphson 法求解的有效

性 通用性 值得推荐使用 但是在有实时性要求

的场合下 如并联机构控制系统中 如果采用全闭

环反馈控制 则在每一个插补周期中 均需要进行

运动学正向求解 尤其在高速运动中 正向求解效

率直接决定了系统所能够达到的最高速度 另外

在并联机构用做测量设备时 由于测量结果由运动

学正向求解得到 所以 测量效率在很大程度上也

取决于正解效率 计算结果表明 在并联机构的全

闭环反馈控制中 控制插补周期应控制在 1 ms 以
上  

运动学正向求解的另一个重要应用场合是并联

机构的故障恢复中 当并联机构处于失控状态时

只要各个执行腿的驱动器运行正常 就可以根据当

前驱动器的记录值由运动学正向求解得到失控后的

运动平台位姿 从而 尽快由故障中恢复 否则  

如果得不到失控位姿 只能对单个执行腿进行调整

如果机构的工作空间较小 容易使运动平台超出工

作空间 损坏关节 引起新的故障  

5  结论 

(1) Newton-Raphson 方法通用性好 求解过程

稳定 可以用于实时及非实时场合  

(2) 在实时性要求较高的场合 建议采用改进
的 Jacobi矩阵法  

(3) 受到运动学正向求解效率的限制 存在实

时求解的 Stewart平台控制系统中 插补周期不能低

于 1 ms  
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Abstract To obtain all solutions and high solving efficiency of 

the forward kinematics of general Stewart platform, which is a 

set of 6 highly nonlinear simultaneous equations with 6 

unknowns, some methods are put forward after long-term 

studies. But no comparisons have been made among these 

methods systematically. So the studies of the forward 

kinematics of Stewart platform are reviewed firstly; then four 

typical numerical methods are analyzed. Under the same 

accuracy, the calculating efficiencies are compared. The results 

show that the method of modified Jacobi matrix can provide the 

highest solving efficiency. The calculating time is lower than 1 

ms. It is an advisable choice when applied in real time.   
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