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摘要：提出了一般可约系统的定义。从研究运动不耦合的 3 自由度移动并联机构的输入输出关系出发，给出了 3

自由度可约移动并联机构的定义和判定充要条件。定义了一种新的 Gf坐标，利用此坐标给出了可约并联机构的型

综合一般过程，并综合出了 5种 3自由度可约移动并联机构。针对这类机构的特殊性能，以其中一种机构为例，

基于机构动平台参考点的工作空间进行了优化设计。 
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0  前言* 

在并联机构中，有一类特殊的机构正在以其在

运动控制、轨迹规划、高速、高精度等方面的优势

引起越来越多的注意。这类机构在整个工作空间或

者某些点上运动不耦合。Gosselin[1]提出了一种可以

独立运动的 2 自由度空间转动并联机构。Han 和
Tsai[2] 提出了一种 3 自由度移动并联机构，每个支
链提供一个独立的移动自由度。某些只在工作空间

的特殊点上具有不耦合运动的并联机构可以用作微

动机构[3,4]。然而，针对这类机构的理论研究，无论

是机构的定义还是构型方法都是十分匮乏的。究其

原因主要包括两个方面。其一，没有这种机构的准

确且被普遍接受的定义。其二，在给定机构的自由

度数目和性质的条件下构造并联机构是十分困难

的。如果再加上机构运动不耦合的条件，难度就更

大。虽然很多学者在并联机构构型方面进行了深入

的研究，发展了诸如基于自由度计算公式的列举  
法[5]、基于李群理论的综合方法[6]、基于螺旋理论

的综合方法[7]、基于约束的综合方法[8]等多种并联

机构型综合理论，但是关于这类特殊机构的型综合

方法仍然十分缺乏。 
以这种运动不耦合的 3自由度移动并联机构为
研究对象，从讨论机构的输入输出的关系入手，将

此种机构定义为可约机构。提出了基于 Gf坐标的 
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型综合方法，并综合出了五种机构。针对这类机构

的特殊性能，以其中的一个机构为例，基于动平台

的工作空间对机构进行了优化设计。 

1  3自由度可约移动机构的定义 

1.1  可约系统的定义 
一般的，设系统的输入为 1 2( , , , )ms s sLS = ，输

出为 1 2( , , , )nQ q q qL= ，m n≥ 。如果存在某种分组

方法和数 k(2<k≤n)使得以下条件可以得到满足，则
系统被称为可约机构。 
条件 1  所有 S 和 Q中的元素可以分成 k 组 
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式中  i k<     j k<  

条件 2  S和Q中的每个元素只能在一个组 l
′S  

(1 )l k≤ ≤ 或 (1 )r r kQ ′ ≤ ≤ 中存在。 

条件 3  分组后的元素 ( )l l kS ′ < 只能和一个 r
′Q  

( )r k< 有关，反之亦然。 

1.2  3自由度可约移动机构的定义 
对于 3自由度移动并联机构来说，系统输入速
度或角速度，输出动平台的速度。在这个系统中，
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3m n= = ，k 可以取值 2或 3。这里只讨论 3k = 的
情况。如果分组方法存在的话，每组中只有一个   
元素。 
对于 3自由度移动并联机构 

=& &y Jx                (3) 

式中  J —— Jacobian矩阵 
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&x—— 广义输入速度 
T

1 2 3[   ]x x x=& & & &x             (5) 

&y—— 输出速度 

T
1 2 3[   ]y y y=& & & &y             (6) 

可约机构的本质是输入和输出之间的一一映 
射。每个输入的 ix&和唯一的一个 jy&对应，反之亦然。

假设映射关系为 
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式中 a, b和 c是常数。 
式(8)的解为 

[ ]T

11 13 21 22 32 33J J J J J J = 0       (9) 

可以得到      
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无论式(7)中的映射关系发生怎样的变化，式
(10)中的 Jacobian矩阵都具有以下的两个特点。 

(1) 矩阵每列只有一个非零元素。 
(2)  Jacobian矩阵和转置的乘积是对角阵。 

T
11 22diag( )iib b b= = LJJ B       (11) 

从矩阵的性质可以证明这两个特点是判断机

构是否可约的充要条件。定义当一个 3自由度移动
并联机构的 Jacobian 矩阵满足特点(1)和特点(2)的

时候，机构为绝对可约机构。在这个定义中，Jacobian
矩阵反映了 3自由度并联机构输入和输出之间的一
一映射关系。映射即为可约的本质。 

2  并联可约机构的型综合 

2.1  fG 坐标 

提出一种新的 fG 坐标表示运动副、支链和机构

的运动特性。 

f ( ; )x y zv v v α β γω ω ωG =      (12) 

式中  xv , yv , zv  —— 末端执行器的速度 

αω , βω , γω —— 对应于欧拉角的末端执行器的 

相对角速度(图 1) 

 

图 1  欧拉角 

将 fG 坐标中的元素简化。非零元素，也就是表

示存在角速度或速度的元素，用 1表示。零元素，
即表示不存在角速度或速度的元素，用 0表示。这
样 Gf坐标可以得到简化。 
由串连支链组成的并联机构的 fG 坐标值可以

通过式(13)计算出来 

f f1 f 2 f 3I IG G G G=            (13) 

式中， f iG 是第 i个支链的 fG 坐标值。式(13)的计算

符合逻辑运算法则。图 2～6分别是几种串连运动链
的 Gf坐标值。 

 

图 2  PPP运动链及其 fG 坐标值 
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图 3  4RRRR运动链及其 fG 坐标值 

 
图 4  PRRR运动链及其 fG 坐标值 

 
图 5  PPRR运动链及其 fG 坐标值 

 
图 6  4RPP运动链及其 fG 坐标值 

2.2  3自由度可约移动并联机构的构型设计 
进行 3自由度可约移动机构的型综合，首先设
定机构处于可约位型上，即机构的三个支链呈正交

分布。给定要设计的并联机构的 Gf坐标值，很容易

得到支链的 Gf坐标值，由支链可以构造出并联机

构。最后，计算其 Jacobian矩阵，用充分必要条件
来检验机构是否可约。这就是 3自由度可约移动并

联机构的型综合过程，如图 7所示。 

 
图 7  型综合过程 

目标机构的 fG 坐标值为 

( )f 1 1 1 ; 0 0 0G =         (14) 

可能的支链 fG 坐标值为 
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       (15) 

由这些支链的 Gf 坐标值可以找到对应的串连

支链，按照图 7所示的型综合过程，得到 3自由度
可约移动并联机构。图 8所示的 3-PPP 和图 9所示
的 3-PRRR 为其中的两种。其中，3-PRRR 机构已
经由 Han[2]提出。 

      
图 8  3-PPP可约机构     图 9  3-PRRR可约机构 

3  基于工作空间的优化设计方法 

3.1  3-PRRR机构的几何特性 
3-PRRR机构如图 10所示。动定平台之间由呈
正交分布的三条 PRRR支链相连。建立定坐标系如
图 10所示。x轴通过移动副 A1的轴线，A2平行于 y
轴，到 y轴的距离为 d2z，A3平行于 z轴，到 x和 y
轴的距离分别是 d3y和 d3x。这样，分支 1中各转动
副轴线均平行于 x轴，分支 2中转动副轴线均平行
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于 y轴，分支 3中转动副轴线均平行于 z轴。动坐
标系的原点位于动平台的中心，坐标轴分别平行于

固定坐标系的轴线且方向相同。各支链中杆件的长

度和角度都已标注在图 10中。 

 

图 10  3-PRRR 并联机构的参数 

在 3-PRRR机构中，三个运动支链分别约束住
动平台的转动自由度，所以机构为 3自由度移动机
构，角度 iψ 总是零。由三条支链计算出的动坐标系

原点坐标分量分别为 
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动坐标系原点的坐标可用含有驱动副变量的

参数表示为 

01 1 02 2 03 3( ,  ,  )O a a aλ λ λ′ + ∆ + ∆ − − ∆     (17) 

可以得到机构的 Jacobian矩阵 

1 0 0
0 1 0
0 0 1

J
 

=  
  

             (18) 

分析 3-PRRR机构的 Jacobian矩阵，可以看出
3-PPP 机构是可约移动并联机构。 
3.2  3-PRRR的优化设计 
基于并联机构动平台的工作空间进行优化设

计。优化目标如下。 

(1)工作空间和机构占用空间的体积比最大 

W
V

η =                (19) 

式中  W —— 机构动平台参考点的工作空间体积 

对于 3-PRRR机构来说 

1 2 3W a a a=  

式中  ia —— 支链 i中驱动移动副的行程 

(2) 所有的杆长最小。约束条件除了包括可约

机构本身的结构特点外还包括机构的驱动副可以在

全范围内运动。 
3-PRRR机构中有 21个待定参数，其中r 和 ie

取决于实际的零件尺寸和安装尺寸，所以可在理论

上设其值为零。式(16)可写为 
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为满足驱动副在全范围内运动的约束条件，有 
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机构所占用的体积为 

( ) ( ) ( )max min max min max minV x x y y z z= + + +   (22) 
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则 3-PRRR机构的工作空间比为 
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η
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式(23)即为优化函数，优化的目标为使得比值
η最大。令 
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式中 1xλ ≥ ， 1yλ ≥ ， 1zλ ≥ ， 0dz ≥ 。 

式(23)可改写为 
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当分母中的参数均取最小值 1xλ = ， 1yλ = ，
1zλ = ， 0dz = 时，η有可能取值最大。可得到 
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对于 RRR 串联机构来说，对于相同的

2 3i il l+ ( 1,2,3)i = 值，当 2 3i il l= 时机构具有最大的工

作空间，所以这里设定 
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当机构动动平台参考点位于工作空间的边界

时，机构奇异。为了使机构中杆件的尺寸最小，不

妨设定此时机构的从动副也处于奇异位型。对于上

面讨论的所有移动副位于行程终点的情况，即

i ia a∆ = ，机构处于工作空间顶点位置，可以设定此
时 1 1φ ϕ= ， 2 2φ ϕ= ，但 3 3φ ϕ≠ 。式(20)可改写为 
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可以解得 

2 2
1 2 3

2 2
2 1 2

l a a

l a a

 = +


= +
          (29) 

当 1 0a∆ = ， 2 2a a∆ = ， 3 3a a∆ = 时，式(20)写为 

3 31 3 32 3

2 3 31 3 32 3

cos cos 0

sin sin
x

y

d l l

a d l l

φ ϕ

φ ϕ

− −
 − = +

＝
      (30) 

解得 
2 2

3 2 3 3( )y xl a d d= − +          (31) 

为使杆长 3l 最小，参考式(21)可以得到 
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由此 3-PRRR机构中所有参数之间的关系为 
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4  结论 

可约的本质即为输入和输出之间的一一映射

关系。当 3自由度移动并联机构的 Jacobian矩阵满
足每列中只有一个非零元素、矩阵与其转置的乘积

是对角阵这两个条件时，机构完全可约。使用这种

Gf坐标，提出了 3自由度移动并联机构的型综合方
法。在基于工作空间的优化设计中，以工作空间比

作为优化函数，以该比值最大化和机构杆长最小化

为优化目标，机构本身的结构函数为约束条件，在

保证机构所有驱动副能够在最大范围内移动的条件

下进行优化，得到了机构中各杆件的长度关系。 
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Abstract： The definition of general reducible system is 

proposed. The relationship between the inputs and outputs of 

the 3-DOF translational parallel manipulator with independent 

motions is investigated. The definition of the 3-DOF reducible 

translational parallel mechanism is presented. Further more, the 

satisfying and necessary conditions for the judgment of this 

kind of mechanisms is given. A new Gf coordinates is defined 

for the type synthesis of the reducible parallel mechanisms. 

And five such mechanisms are presented. Taking one of them 

as example, a new optimization design method based on the 

workspace of the moving platform is also presented.  
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