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椭圆加工作业中的四圆弧切比雪夫逼近* 
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摘要：采用约束非线性切比雪夫逼近论，给出了一种用四段圆弧逼近椭圆的方法，可使最大逼近误差达到最小，

从而提高了数控机床和机器人的椭圆加工作业的精度。并且提供了最佳半径的相当准确的近似计算公式，可作为

最后结果使用，从而避免编程迭代。 
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0  前言* 

随着现代工业的发展，椭圆形零件广泛应用于

各工业领域，而在椭圆弧的加工作业中，一般数控

机床和机器人仅提供直线和圆弧的插补功能，不能

满足椭圆作业的需要[1]。工程中常用四段圆弧作近

似椭圆[2]，这给椭圆的加工及计算机作图都带来极

大的方便，避免引入复杂的算法。但现有的用四圆

弧作近似椭圆的方法误差较大，显然应优选参数，

使误差减小。用四圆逼近椭圆时，各点的误差均不

同，从工件的使用上看，显然应使最大误差尽量小。

切比雪夫逼近论又称最佳一致逼近理论，是一种使

两函数的差的绝对值的最大值达到最小的数学理    
论[4]。为此采用约束非线性切比雪夫逼近论，使圆

和椭圆的最大误差达到最小。 

1  目标函数 

1.1  误差的表达式 
设 a、b 分别为椭圆的长半轴及短半轴的长，则

椭圆的方程为 
x 2/a2 +y2/b2 =1 

用四段圆弧逼近椭圆，一般将四个圆的圆心选

在椭圆的两对称轴上(见下图)。由于对称性，仅考

虑第一象限的情形即可。设半径为 r 的圆(小圆)的圆

心 O 1位于椭圆长轴上，且到椭圆中心 O 的距离为 l；

半径为 R 的圆(大圆)的圆心 O2 位于椭圆短轴上，且

距椭圆中心 O 的距离为 h。又设各圆与椭圆相切于

椭圆各相应顶点处，从而有 
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 l = a – r    h = R – b (1) 
这样各圆和椭圆在椭圆的各顶点处误差为 0。下面

求逼近误差的表达式。椭圆上的点(x, y)到半径为 r
的圆的圆心的距离为 2 2( )x l y− + ，它与半径 r 的

差即为圆与椭圆沿着圆半径方向的误差 

 er = r – 2 2( )x l y− +  (2) 

类似可得半径为 R 的圆与椭圆的误差 

 eR = 2 2( )x y h+ + -R (3) 

 

图  椭圆图 

1.2  逼近误差的最大值 
下面求逼近误差的最大值。由上面的椭圆方程

解出 y 2，代入 er 的表达式(2)，得 

 er = r – 2 2 2 2 2(1 ) 2b a x l x b l− − + +  (4) 

把式(4)对 x 求导，并令 der / dx =0, 从中解出  
 x r m =la2/ (a2

－b2) (5) 

将式(5)及式( 1)代入式(4)，即得误差 er 的最大值的

表达式 

 erm= r – 22 21 ( ) ( )b a r a b− − −  (6) 

再将式(1)代入式(5)，可确定 er 最大值所在位置 
 xm = (a–r)a2/(a2– b2) (7) 

类似由椭圆方程解出 x2，代入 eR的表达式(3)，



期 2004 年 12 月 彭云柯：椭圆加工作业中的四圆弧切比雪夫逼近 169 

再将所得 eR对 y 求导并令 deR / dy = 0, 从中解出 
 yR m = h b2 /(a2–b2 ) (8) 
又将式(8)及式(1)代入 eR 的表达式中，即得 eR 最大

值的表达式 

 eR m= 2 2 21 ( ) ( )a R b a b+ − − – R (9) 

再将式(1)代入式(8)，可得 eR的最大值所在位置 
 ym = (R－b)b2 / (a2

－b2) (10) 
不难证明，不论 r、R 取何值，恒有 er m 及 eR m

大于等于 0。 

2  约束条件 

半径为 r、R 的两圆应相切，由此可得约束条件。 
2.1  半径为 r、R 的两圆切点 C 的坐标 

两圆的方程为 
(x–l) 2 + y 2 = r2     x 2 + (y + h )2 = R2 

上两式分别求导，得 
dy / dx =–(x–l) / y 
dy / dx =–x / (y + h ) 

显然在两圆切点 C 处，两圆切线与 x 轴夹角的正切

tanα= dy/dx 应相等，即上两式右边应相等，令相等

并变换后得 
 hxC – lyC – lh = 0 (11) 

将式(11)与半径为 r 的圆的方程联立，即可求出

切点坐标 xC、yC的表达式 (并将式(1)代入) 

 xC= (a–r)+ 2 2( ) ( ) ( )a r r a r R b− − + −  (12) 

 yC = 2 2( ) ( ) ( )R b r a r R b− − + −  (13) 

类似切点坐标还可以用半径为 R 的圆的方程与式 
(11)联立并代入式(1)求出 

 xC = 2 2( ) ( ) ( )a r R a r R b− − + −  (14) 

 yC = –(R–b)+ 2 2( ) ( ) ( )R b R a r R b− − + −  (15) 

2.2  约束条件的表达式 
显然切点坐标的两种表达式应当相等，令式(12)

和式(14)相等，(或令式 (13)和 (15)相等，所得结果

也完全一样)，将所得式等号两边平方并整理，即得

约束条件式 
 g = 2rR–2a r–2bR + a2 + b2 = 0 (16) 

3  数学模型 

用四圆逼近椭圆、使最大逼近误差(的绝对值)
达到最小的问题可归结为下列数学问题    

         min    max∣e︱ 
         s.t.   g = 0 

这是一个非线性有约束的切比雪夫逼近问题。由参

考文献[4, 5]，上述问题的最佳解可由下例方程组

求出 

  em = erm = r – 22 21 ( ) ( )b a r a b− − −  (17) 

 em = eRm = 2 2 21 ( ) ( )a R b a b+ − − –R (18) 

 g = 2r R – 2ar – 2 bR + a2 + b2 = 0 (19) 
 λ1(∂er m/∂r)+λ2(∂eR m/∂r)+λ3(∂g/∂r)=0 (20) 
 λ1(∂er m/∂R)+λ2(∂eR m/∂R)+λ3(∂g/∂R)=0 (21) 
式中 ∂ y/ ∂ x 表示求偏导数。解上述方程组时，先由

前三式解出 r、R 及 em，再求出后两式的任一组解

λ1、λ2、λ3，如果λ1λ2＞0，则表明由前三式求出的

r、R 是四圆逼近椭圆时的最佳半径，而对应的误差

最大值 em 已达到最小。后两式又称为在切比雪夫意

义下判定是否达到最佳逼近的一阶条件[5]。  

4  最佳半径 r、R 的求解 

设 
 β = b/a   r 0 = r /a   R0 = R /a (22) 
将式(22)代入式(17)、(18)、(19)，有 

em=erm=a[r0 – 2 2
01 (1 ) (1 )rβ β− − − ] (23) 

em=eRm=a[ 2 2
01 ( ) (1 )R β β+ − − –R0] (24) 

g= a2 [2 r0 R0 – 2r0 – 2βR0 + 1+β 2 ] = 0 (25) 
令式(23)、(24)相等，并有理化分子及化简得 
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设等式两边分母的比值为 k2，即 
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将 k2 代回式(26)，得 
 (r0–β 2 ) 2 = k2 (1–βR0 )2 
将 xm、ym 的表达式(7)、(10)分别代入它们的取值范

围 0≤xm≤a 及 0≤ym≤b 中，可以证明上式括号中的项

均为正。则上式两边开方，得 
 ro–β 2 = k (1–βR0) (28) 

由式(28)解出 r0，代入约束条件式(25)，有 
2kβ R2

0–2[k(1+β )–β (1–β )]R0+ 
     2k– (1–β 

2) = 0 
从中解出 R0 ，得 

 R0 =[ k (1+β )–β (1–β )+ 

 
2 2(1 ) kβ β− + ]/2kβ (29) 
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将式(29)代入式(28)，即得 r0 的表达式 

r0 = [ k (1– β )+β (1+ β )– 

                 2 2(1 ) kβ β− + ]/2 (30) 

计算时先将 k 的初值代入式(30)、(29)，求出 r0

及 R0 ；再将求得的 r0、R0 代入式(27)求出 k 值；再

将求得的 k 值又代入式(30)、(29)求 r0、R0，反复迭

代。计算表明收敛非常快。 
k 的初始值可由下面的式子求出 

k = (3 1) ( 3)β β β+ +     β <0.3 (31) 

k = 0.9 (3 1) ( 3)β β β+ +  + 0.1β 

                 β ≥0.3 (32) 

在上述算法中式(30)、(29)是式 (25)及(28)的精

确解析解，所以不论 k 取何值，相应的 r0 及 R0(由
式(30)、(29)求出 ) 总能精确满足相切条件式(25)，
从而保证了两圆总能光滑相切。如用 k 的初始值代

入式(30)、(29)，把所得的 r0、R0 的初始值作为最终

结果，则对应的最大逼近误差与最佳逼近时的最大

误差相比，一般增加不超过百分之几。因此推荐采

用 (由 k 的初值求得的) r0、R0 的初始值作为四个圆

的半径，即将式(30)、(29)、(31)、(32)作为 r0、R0

的近似计算公式，以避免编程迭代。 
由上面的方法算得最佳半径 r0、R0后，再由式

(23)或(24)可得已达到最小的最大逼近误差。最后由

式 (7)及(10)可得出两最大误差所在位置，再由式

(12)、(13)或(14)、(15)可求出两圆切点的坐标。 
不难证明取 k=1，代入式(30)、(29)，得到的 r0、

R0 即为常用四圆作近似椭圆时的半径公式[2]。这时

最大逼近误差与最佳逼近时的最大误差的比值可达

2 至 3 倍，可见采用这一方法有较好的效果。 

5  一阶条件的验证 

上面求出的 r0、R0 是否是最佳逼近参数，需看

第 3 节中方程组的后两式所表示的一阶条件是否成

立。 
5.1  λ1、λ2、λ3 的求解 

由式(17)、(18)求导，知 ∂ erm/ ∂ R=0、∂ eR m/ ∂ r= 
0，代入方程式(20)、(21)中，不难验证此时这两个

方程的解为 
λ1= ( ∂ eR m / ∂ R) ( ∂ g / ∂ r) (33) 

λ2= ( ∂ er m / ∂ r) ( ∂ g / ∂ R) (34) 

λ3= – ( ∂ er m / ∂ r) ( ∂ eR m / ∂ R)   

要求各λ的具体表达式需先求式中各导数。由

式(16)，求 g 对 r、R 的偏导数并将式(22)代入，得 
 ∂g/ ∂r =2 a (R0 –1) (35) 
 ∂g/ ∂R =2 a (r0 –β ) (36) 
再由式(17)、(18)求偏导并将式(22)代入，得 
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把这几个导数代进λ1、λ2 的表达式(33)、(34)中，即

可得λ1 及λ2的具体表达式。 
5.2  最佳半径 r0、R0 的取值范围 

为了下面的证明，需先证明最佳半径 r0、R0 的

取值范围 
β 

2<r0<β<1 (39) 
β<1<R0<1/β (40) 

将式(30)代入式(39)，式(29)代入式(40)，不难证明

式(39)、(40)成立。 
5.3  一阶条件的判定 

要证明一阶条件的满足，可以证明λ1λ2＞0，即

可证λ1 和λ2 同号。下面证明λ1、λ2 均小于 0，即证

明λ1、λ2 表达式中两因式在 r0 及 R0 是最佳参数时一

正一负。先看λ1 的表达式(33)，由式(35)及式(40)，
显然λ1 的一个因式 g∂ / r∂ =2a(R0–1)>0。现假设另一

因式 e∂ Rm/ R∂ ＜0，代入式(38)，有 

(R0–β )/m(1–β 
2)< 2 2

01 ( ) (1 )R β β+ − −  

两边平方并化简，得 
 β 

2(R0 –β )2<(1–β 
2)2 (41) 

由式(40)可知式(41)括号中的项为正。所以开方并化

简得βR0＜1，再由式(40)，此式显然成立。即λ1 的

第二个因式小于 0，所以有λ1＜0 成立。 
再看λ2 的表达式(34)，由式(36)及式(39)可知

∂g/∂R =2a(r0–β ) ＜ 0 。 现 假 设 λ2 的 另 一 因 式  
∂erm/∂r＞0，代入式(37)，仿照λ1 的证明，可证λ2

的第二因式大于 0。所以λ2 的两因式符号相反，即

λ2<0。 
由上面的分析可知，由式(30)、(29)计算出来的

任意 r0、R0，均能使λ1λ2＞0，即均能使一阶条件满

足，即总是最佳半径。 

6  算例 

已知β =b/a=0.3 的椭圆，按第 4 节方法迭代后

得 k=0.231 472 819，将 k 及β =0.3 代入式(30)、(29),
得最佳半径：r0=0.143 393 81、R0=2.564 433 693。
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再将所得 r0、R0 及β =0.3 代入式(23)、(24)即得达到

最小的最大误差 em= erm= eRm =0.011 375 141a。 
将 k=1、β =0.3 代入式(30)、(29)，即得通常用

四圆作近似椭圆时的半径：r0 = 0.179 589 272、R0 = 
3.034 702 426。再将所得 r0及β =0.3 代入式(23)即得

此时的最大误差 erm =0.026 513 26a，则它与最佳逼

近时的最大误差的比值为 2.330 807 152。 

7  结论 

一般数控机床和机器人仅提供直线和圆弧的插

补功能，因此常用四段圆弧作近似椭圆，以便加工

作业。利用含约束的非线性切比雪夫逼近论，给出

了一种用四圆逼近椭圆的计算方法，可使最大逼近

误差达到最小，从而提高了椭圆加工作业的精度。

并给出了最佳半径的近似计算公式，与精确值非常

接近，可作为最后结果使用，从而避免编程迭代。 
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CHEBYSHEV APPROXIMATING FOUR 

PIECES OF CIRCULAR ARC TO 
ELLIPSE IN MACHINING 

AND OPERATING 
 

Peng Yunke 
(Department of Mechanical Engineering, Guangxi 

Insititute of Technology, Liuzhou 545006) 
 

Abstract：According to nonlinear Chebyshev approximation 

theory subject to constrains a computational method 

approximation four pieces of circular arc to ellipse is 

presented. By the method the maximum approximate error is 

decreased to the minimum. Therefore the accuracy in 

machining and operation of numerical control machine tools 

and robots is improved. Several approximate formulae that 

are quite accurate are also presented and can be taken as the 

formulae of the optimal radii thus the programming and 

iteration are avoided. 
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