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摘要：分析了经纬仪透视投影模型以及双经纬仪三维坐标测量模型。采用线性与非线性相结合的方法来求解双经

纬仪坐标测量系统的参数，首先由 8 个以上空间点在两台经纬仪投影平面内对应的投影坐标计算出本质矩阵 E，通

过本质矩阵 E 的奇异值分解以及空间绝对距离的约束采用线性方法求出右经纬仪的投影矩阵，然后建立包含空间

点在两台经纬仪投影平面内投影点固有约束以及空间点三维坐标在内的目标函数，并以线性方法求出的参数为初

值，采用非线性优化的方法求解最优测量系统的参数。该方法保证了求解参数为全局最优，且求解速度快。试验

结果表明，该方法切实可行。 

关键词：坐标测量  经纬仪  极线约束  本质矩阵  透视投影 

中图分类号：TP391

0  前言 1 

现代先进制造业水平的提高，对大型异形物体

的几何尺寸以及关键特征点的空间三维坐标提出了

更高的要求，准确地测量出这些几何参数对于保证

加工产品的质量、零部件的现场成功安装以及物体

的整体定位，有着十分重要的意义。这些几何参数

可以采用三坐标测量机进行测量，三坐标测量机的

精度能够满足大多数场合对较小零部件的测量精度

要求，但只能在安装有三坐标测量机的场所进行测

量。为了满足对大型物体的测量要求，天津大学研

制了多视觉传感器坐标测量系统，实现了对轿车白

车身关键尺寸的自动测量[1]。近几年，以经纬仪作

为传感器，用两台或两台以上经纬仪配合计算机及

相应的硬件、软件所组成的空间坐标测量系统在工

程测量以及计量学中得到广泛的应用[2~7]。经纬仪坐

标测量系统可以现场组建，能够就地测量大小或形

状全然不同的物体，尤其是大型异形物体，如飞机、

卫星、轮船以及轿车白车身等。经纬仪坐标测量系

统也可以作为大型测量设备如多视觉传感器坐标测

量系统的参数标定设备或者测量精度的检定设备，

因此研究现场经纬仪坐标测量系统的建立方法具有

十分重要的意义。 
传统的经纬仪坐标测量系统采用空间前方交汇

测量原理[8]，由两台经纬仪观测到的空间同一点相
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对于经纬仪的角度值，由空间三角关系从纯几何意

义上得到空间点的三维坐标。这种测量方法要求准

确测得两台经纬仪观测中心之间的距离以及高度

差，由于依靠简单的步骤得到这些参数是不够准确

的且比较复杂，因此测量精度难以提高。天津大学

提出了基于透视投影的方法建立经纬仪三坐标测量

系统[1]，简化对这些因素的限制，通过对两台经纬

仪组建的坐标测量系统测量出空间点的深度坐标进

行非线性优化求解两台经纬仪组成的测量系统的参

数，从而提高双经纬仪坐标测量系统的测量精度。

由于该方法没有对其他二维坐标进行优化，同时没

有提到如何给出非线性优化的初值，因此在数据不

是十分理想的情况下，得不到正确的解。在此基础

上，考虑同一空间点在两台经纬仪投影平面内的投

影点固有的共面约束关系，由对应点求出本质矩阵，

采用线性方法求解出经纬仪坐标测量系统的系统参

数作为初值，然后建立包括对空间点的 3 个坐标在

内的优化目标函数，最终采用非线性优化方法求解

测量系统的最优参数。 

1  经纬仪透视投影模型 

如图 1 所示，以经纬仪观测中心 O 为坐标原点，

建立经纬仪三维坐标系 Oxyz，Oxz 平面平行于经纬

仪度盘平面，x 轴方向任意定义，y 轴垂直于水平度

盘向下， z 轴由右手法则定义。在 z = 1 处定 
义一个垂直于 z 轴的投影平面 pπ ，并以 z 轴与 pπ 的

交 点 'O 为 原 点 在 pπ 上 建 立 二 维 坐 标 系 
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''' yxO ，其中 ''// xOOx ， ''// yOOy 。任意空间点

P 在 pπ 上的投影点 p 是直线OP与 pπ 的交点，即满

足理想的透视投影关系。设 P 在 Oxyz 下坐标为

),,( zyx ，在 ''' yxO 下坐标为 )','( yx ，则有 
 zxx ='   zyy ='  (1) 

 

图 1  经纬仪透视投影模型 

经纬仪观测空间目标点时，直接获得目标的水

平角α 和垂直角β，由图 1 表示的几何关系可得 
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式(1)和(2)为建立的经纬仪透视投影模型，由经

纬仪观测到空间点的角度值后，就可以根据模型求

出空间点在投影平面内的投影坐标。 

2  双经纬仪空间三维坐标测量原理 

由两台经纬仪组成的空间点三维测量系统的数

学模型和相应的各种坐标系如图 2 所示。设左经纬 
仪坐标系与整个测量系统的测量坐标系Oxyz 一致，

右经纬仪坐标系为 2222 zyxO 。假定两个经纬仪的投

影平面到各自的观测中心的距离都为 1，左经纬仪

的投影平面坐标系为 111 y'x'O' ，右经纬仪的投影平

面坐标系为 222 y'x'O' 。 

 

图 2  双经纬仪空间坐标测量数学模型 

设空间点 iPw 在左经纬仪和右经纬仪投影平面

内的投影分别为 ip1 和 ip2 。 iPw 在Oxyz 下的齐次坐

标矢量为 T]1[~
iiii zyx=x ，在 2222 zyxO 下的齐

次坐标矢量为 T
2222 ]1[~

iiii zyx=x 。 ip1 在

111 y'x'O' 坐 标 系 下 的 齐 次 坐 标 矢 量 为
T

111 ]1''['~
iii yx=x ， ip2 在 222 y'x'O' 下的齐次坐标

矢量为 T
222 ]1''['~

iii yx=x 。根据经纬仪的透视投

影模型得到 
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Oxyz 与 2222 zyxO 之间的欧氏变换可表示为 
 ii xtRx ~]|[~

2 =λ   0≠λ  (4) 

式中  R——两个经纬仪坐标系之间的相对方向 
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  t——为两经纬仪坐标系原点之间的平移矢量 
  T][ zyx ttt=t  

由式(3)和(4)可知，空间点 iPw 与在两个经纬仪

的投影 ip1 和 ip2 之间的关系分别为 
 iii xPx0Ix ~~]|['~

111 ==λ   01 ≠λ  (5) 
 iii xPxtRx ~~]|['~

222 ==λ   02 ≠λ  (6) 
式中 1P  —— 43× 左经纬仪投影矩阵 

 2P  —— 43× 右经纬仪投影矩阵 

 I  —— 33× 单位矩阵 
由以上分析可知，只要求出右经纬仪的投影矩

阵 2P ，就可以根据两个经纬仪测量获得的投影坐标

来获得空间点的三维坐标。 
空间点 iPw 和两个经纬仪的观测中心O及 2O

确定一个平面，空间点在两个经纬仪投影平面内的

投影对应点满足极线约束关系。图 2 中 il1 为右经纬

仪投影平面内投影点所对应的左经纬仪投影平面内

的极线， 1e 为左经纬仪投影平面内所有极线的交点，

il2 为左经纬仪投影平面内投影点所对应的右经纬

仪投影平面内的极线， 2e 为右经纬仪投影平面内所

有极线的交点。这种共面约束的几何表示为

0)(
1222

=×
ii OpOOpO lll ，相应的代数表示为 
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T
2 ===× iiixiii xExxRtxxRtx  (7) 

式中  tx——三维矢量 t 定义的一个反对称矩阵 
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      E ——本质矩阵 
    采用反对称矩阵的形式，本质矩阵可以表示为 
 RtE x=  (8) 
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本质矩阵 E 包含了右经纬仪投影矩阵的全部

参数，即两个经纬仪之间的相对位置和方向，因此

只要求出 E ，通过分解，就可能求出右经纬仪的投

影矩阵 2P ，从而建立双经纬仪三维坐标测量系统。 

3  经纬仪三坐标测量系统的参数标定 

由式(7)和本质矩阵的基本性质可知，本质矩阵

的参数独立变量为 5 个，因此至少知道 5 个投影点

的对应点坐标，就可以求出本质矩阵，然后通过本

质矩阵的分解来求解右经纬仪的投影矩阵。下面讨

论求解 2P 的线性方法和非线性方法。 
3.1  求 2P 的线性方法 

由式(2)，可以获得空间点在两个经纬仪投影平

面内的对应点坐标，采用 R. H. Hartley[9]提出的归一

化 8 点算法求解本质矩阵 E 。然后通过对本质矩阵

进行奇异值分解来求解旋转矩阵 R 和带有比例因

子的平移矢量 't [10,11]。设 'tt k= ，k 为比例系数，由

0'T =tE 可知平移 't 是下列问题的解 
2T '

'
min tE
t

约束条件为 1' =t  

实际上 't 是矩阵 'T EE 对应于最小特征值的单

位特征矢量。 E 的奇异值分解为 
 T)0,1,1(diag VUE =  (9) 
则 31' ut −= 或者 32' ut = ， 3u 为U 的最右边一列。R

矩阵为 
T
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2 VUZR =  

式中  
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−=

100
001
010

Z  

因此 2P 对应 4 种可能的解 
]|[ 3

T
21 uUZVP =  

]|[ 3
T

22 uUZVP −=  
]|[ 3

TT
23 uVUZP =  

]|[ 3
TT

24 uVUZP −=  

以上四种可能的右投影矩阵，只有一种在物理

上可实现。利用三维重建的方法来确定正确的     
2P ，选取任意位置三维空间点，利用获得的经纬仪

投影坐标，根据式(5)和(6)，计算出在 4 种可能的右

投影矩阵下的空间三维坐标，选取计算出的三维空

间坐标的 z 坐标为正时所对应的右投影矩阵为最终

的右投影矩阵 2P ，这时表示在两个经纬仪构建的三

维测量系统中，空间点位于两个经纬仪的前面。 
在由前面采用由本质矩阵分解求解的 2P 的过

程中，假定了平移矢量的模 1' =t ，由求出的参数

来计算空间点的三维坐标是带有比例系数的。设

ii k 'xx = ，式中 ix 为实际的三维空间坐标， i'x 为

在 1' =t 时计算出的空间三维坐标。采用已知长度

的标尺，标尺的两端带有特征点 1m 和 2m ，可以由

经纬仪瞄准，当求出带有比例系数的右经纬仪投影

矩阵，就可以分别计算出标尺两个端点带有比例系

数的空间三维坐标 1'm 和 2'm 。设标尺实际长度为

d ，计算出带有比例系数的两点之间的距离为 'd ，

则有 
 ⇒−=− )''( 1212 mmmm k  

 '' ddkkdd =⇒=  (10) 

因此只要知道任意空间两点之间的距离，就可

以最终确定平移矢量的比例因子，从而在欧氏空间

上完全确定两台经纬仪之间的相对方向 R 以及它

们之间的相对位置 t ，即确定 2P ，建立双经纬仪三

维坐标测量系统。在根据式(10)计算比例因子时，

考虑到测量数据的误差，采用多组双对应点，分别

计算出每组的比例因子，最终取平均值作为最后的

比例因子。即 

 1        
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1
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n
dn
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3.2  求 2P 的非线性方法 

在上述线性方法给出解析解：先估计本质矩阵，

再从中算出右投影矩阵，方法虽然简单，但结果并

不令人满意，因为没有考虑数据点的噪声影响。如

果由经纬仪观测得到的两个投影点坐标不够准确，

由此而计算出的系统参数就不准确，采用这样计算

出的系统参数来计算标尺的长度，就会引起距离误

差。设距离误差为 
 ii dde 'd −=  (12) 

在理想情况下，分别通过经纬仪的两个观测中

心和两个投影点的两条直线(图 2 中的
iOp1

l 和
ipO 22

l )

在空间应该相交于一点，实际上由于投影点 ip1 和

ip2 测量误差的存在，两条直线并不准确相交于空

间点 iPw ，式(7)所表示的共面约束关系不能准确满

足。即当数据有噪声时，图 2 中的点 ip2 不大可能

位于直线 il2 上，但点 ip2 到 il2 的距离应该尽可能

小，设直线参数 T
2222 ),,( iiii cba=l ，点 ip2 到 il2 的

距离为 
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类似地，点 ip1 到 il1 的距离应该尽可能小，设直

线参数 T
1111 ),,( iiii cba=l ，点 ip1 到 il1 的距离为 
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综合式(12)~(14)，最优的系统参数估计，应该

使得三种距离达到最小，由此建立估计 2P 的优化目

标函数为 

 )(),( 2
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2
d1 i

n

i
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n

i
i ddef ++= ∑∑

==

ρρtR  (15) 

上式中考虑在欧氏空间上的距离不变性，取

1ρ >> 2ρ ，以增强空间距离约束，实际上可选取

11 =ρ ， 1.02 =ρ 。R 满足正交约束，只有 3 个独立

变量，t 有 3 个独立变量，需要求解的系统参数为 6，
因此需要至少 3 对空间对应点。为了在非线性优化

的过程中保证 R 的正交约束，并给出比较稳定的数

值 解 ， 将 旋 转 矩 阵 以 四 元 素 形 式 表 示 为
T

3210 )( qqqq=q ，满足约束 1=q 。由线性

方法求出的参数作为非线性优化的初值，采用

Levenberg－Marquardt 方法对式(15)表示的目标函

数进行非线性优化，由于线性方法计算结果比较接

近最优估计参数，因此经过比较少的迭代后，就可

以很快的收敛到全局最小。从而既保证了计算结果

的准确性，又提高了计算速度。 

4  试验 

采用两台精度为 "1 的 Leica 电子经纬仪 T1800
和一个标准长度为 1 021.413 的标准尺来建立一个

双经纬仪三维坐标测量系统。根据测量的需要将经

纬仪固定在适当的位置并建立各自的坐标系，以左

经纬仪为基准，建立整个系统的测量坐标系，将标

准尺摆放在测量空间中 4 个不同的位置，则可以得

到 8 个观测点，由经纬仪透视投影模型求出投影坐

标，采用线性方法求解右经纬仪投影矩阵，然后作

为初值，采用非线性优化方法求解最优系统参数。 
线性方法求解结果 
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    非线性方法求解结果 
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---
---
---.

P  

为了验证所提方法的可行性，将标尺放在测量

空间的不同位置，用测量系统检验出的标尺值与其

实际值(1 021.413)进行比较。图 3 为由经纬仪获得的

标尺在不同位置时两个端点在经纬仪投影平面内的

投影坐标。图 4 为实际测量的标尺 3D 空间坐标以

及标尺所处的实际位置状态。 

 

图 3  经纬仪获得的标尺端点投影坐标 

 

图 4  标尺在建立的经纬仪测量系统中的 3D 坐标 

表 1 为所建立的经纬仪坐标测量系统观测处于

空间不同位置时测得的标尺端点的空间坐标及计算

标尺长度与实际值的比较结果。结果表明，所提的

方法是正确的，空间测量的相对误差为 %002.0± 。 

表 1  测点的 3D 坐标及比对结果        mm 

x y z 计算距离 偏差 

1 745.680 233.529 2 173.054 
2 764.406 213.943 2 244.492 

1021.416 +0.003 

1 879.489 16.848 3 255.972 
2 852.191 4.796 2 944.490 

1021.429 +0.016 

1 412.797 126.928 2 107.591 
2 407.077 113.497 1 874.120 

1021.412 –0.001 

1 902.409 –9.736 2 849.503 
2 921.648 –23.308 2 784.571 

1021.396 –0.017 

1 868.942 353.614 2 193.864 
2 822.742 15.742 2 332.906 

1021.384 –0.029 

1 871.709 –245.411 2 198.236 
2 713.293 310.353 2 036.437 

1021.429 +0.016 

5  结论 

建立了经纬仪透视投影模型以及双经纬仪三维

坐标测量模型。并采用线性与非线性相结合的方法

来求解双经纬仪坐标解测量系统的参数，首先获得

空间点在两台经纬仪投影平面内对应的投影坐标，

由此计算出本质矩阵，通过本质矩阵的奇异值分解

以及空间绝对距离的约束采用线性方法求出右经纬

仪的投影矩阵，然后建立包含空间点在两台经纬仪
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投影平面内投影点固有约束以及空间点三维坐标在

内的目标函数，并以线性方法求出的参数为初值，

采用非线性优化的方法求解最优测量系统的参数。

该方法保证参数为全局最优，而且求解速度快。试

验结果表明，该方法切实可行。 
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THREE-DIMENSIONAL COORDINATE 
MEASURING SYSTEM WITH 

BINO-THEODOLITES ON SITE 
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Wu Bin  Ye Shenghua 

(Tianjin University) 
Abstract：The perspective projection model of the theodolite is 

analyzed and the mathematical model of the three-dimensional 

coordinates measuring system with bino-theodolites(TCMSBT) 

is analyzed. A new method, involving a direct linear solution 

and an iterative nonlinear solution, to determine all the geomet-

rical parameters of the TCMSBT is proposed. Firstly, essential 

matrix E can be determined from 8 or more point correspon-

dences in two projective planes of bino-theodolites and on the 

basis of absolute distance constraint, the projective matrix of 

the right theodolite can be determined by the singular value 

decomposition of E with closed-form method. Secondly, taking 

the parameters obtained in the first step as an initial guess, all the 

accurate geometrical parameters of the TCMSBT are estimated 

by nonlinear minimization of the cost function relative to the 

distance error affected by the measurement errors for the three 

coordinates of the space point and the co-planarity errors which 

two projective points and two observed centers of the 

bino-theodolites should follow. The two-steps procedures to de-

termine the geometrical parameters permit a rapid estimation 

considerably reducing the number of iterations, moreover, the 

convergence is nearly guaranteed due to the linear guess obtained 

in the first step. It shows that this method is practical by experi-

ments. 
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