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摘要：介绍了 W-M 函数和分形分维数的结构函数法求法，采用分形理论对影响纳米级超精密切削表面质量的若干

因素进行了初步分析，并进行了相关的试验和统计分析，特别是对其中主要的影响因素及其影响程度进行了分析，

得出并验证了集合与子集的分维数求法及其影响关系，并对将上述理论应用于设计实际的相关问题进行了探讨。 
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0  前言 1 

随着超精密机床加工精度不断向纳米级加工水

平逼近，进行纳米级超精密加工机理及其相关理   
论研究的需求日益迫切。纳米级超精密切削是指加    
工表面粗糙度为 0.1~10.0 nm 、加工精度不超过    
100  nm的切削过程。纳米级超精密切削加工表面

质量是考核纳米级超精密切削加工的主要技术指标

之一，是机床(包括机床主要部件及其制造工艺)、刀

具、被切工件材质、切削机理和切削工艺等技术水平

的综合反映。目前，在主轴轴向圆跳动和径向圆跳动

精度不超过 0.02 µm，溜板直线度不超过 0.1 µm/          
200 mm，刀具刃口圆弧半径不超过 20 nm 等条件下，

一般加工表面的粗糙度已经达到不超过 2.5 nm。 
现在光学、航空航天、惯导系统和集成电路等

高技术领域表面粗糙度已要求≤0.1 nm，如何保证

超精密加工的表面质量达到纳米级和亚纳米级，这

是目前亟待解决的问题。在超精密切削中的加工表

面微观轮廓具有连续性，将表面微观轮廓逐步放大，

将可看到更加精细的微观轮廓结构。经典的表面质

量评价方法是建立在传统的几何学基础上的理论，

除了表面极少数极值信息外，许多有用信息被忽略

掉了，未能将整个表面形貌特征对工作质量的影响

和各加工因素对表面质量的影响程度全面反映出

来。 
基于分形理论的纳米级超精密车削过程的研

究，即是在分析研究超精密切削表面质量的基础上，

对机床(主要部件结构和制造工艺)、刀具、使用环

境和切削工艺等对加工表面质量的进行定量分析影
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响程度，进而可提出相应的改进措施。 

1  分形理论 

Mandelbrot 在 1986 年描述分形理论[1]：“分形

是指由各个部分组成的形态，每个部分以某种方式

与整体相似(自相似性)”。换言之，以各个局部组成

的整体，均以其局部的某些特征在整体相关特征中

具有一定映射如下。 
(1) 分形理论可以是几何图形，也可以是由“功

能”(或信息)架起的数学模型。 
(2) 自相似可以是严格的，也可以是统计意义

上的相似。 
(3) 自相似有层次上的差异。 
(4) 相似性有级别(即使用生成元的次数或放大

倍数)上的差异，级别相差越大，相似性越差。可以

用无标度区间表示，自然界中的分形往往具有一个

最小标度和最大标度，在无标度区内，才存在分形

规律。 
1.1  Weierstrass-Mandelbrot 函数 

Weierstrass 函数针对工程表面的分形计算是一

种比较贴近的方法，其主要思想是：任意曲线均可

以由无穷的三角函数叠加而成。Mandelbrot 于 1982
年在原 Weierstrass 函数基础上提出 Weierstrass- 
Mandelbrot(W-M)函数[1] 
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式中 b, t —— 比例系数 
 φn —— 任意相位 
 D —— 分形维数 
显然，函数对于 t 来说处处连续的，但又处处

不可微分。令 φn=0，函数 W(t)的实部 
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将函数的自变量 t 乘以比例系数 b，则 
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令 m=n+1，得   
 )()( )2( tCbbtC D−=  (4) 

由式(4)可以看出，W-M 函数具有自相似性。如

果一段 C(t)曲线已知，则整个 t 定义域的 C(t)均可以

得出，只要在 t 上乘以恰当的缩放比即可[2]。 
分形维数 D 的物理含义：它反映了加工表面所

具有的复杂结构的多少及这些结构的微细程度，或

者说是复杂结构在整个表面所占能量的相对大小。

分形维数越大，表面中非规则的结构越多并且结构

越精细。 
1.2 采用结构函数法计算分形维数  

将表面轮廓曲线视为一个时间序列 z(x)，则具

有分形特征的时间序列能使其采样数据的结构函数

满足[3] 

 DCxzxzs 242)]()([)( −=−+= τττ  (5) 

式中 2)]()([ xzxz −+τ  ——方差的算术平均值 

 τ  ——数据间隔的任意选择值 
    针对若干尺度τ 对轮廓曲线的离散信号计算出

相应的 )(τs ，然后在对数坐标中得 τlglg −s 直线的

斜率 k，则分形维数 D 与斜率 k 的转换关系为 

 
2
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采用结构函数计算分形维数的优点是计算量

小，计算精度比功率谱法高，计算数据可直接从表

面轮廓数据中获得。 
1.3  集合及其子集的分形关系 

如果表面粗糙度为集合 B，则刀具形状为集合

A1，主轴精度为集合 A2，溜板振动为集合 A3，工艺

参数为集合 A4，L，加工表面粗糙度基本由于刀具

形状、主轴精度、溜板振动、工艺参数等的影响而形

成，从这个意义上理解，各子集 A1，A2，A3，A4，L，

等都含在集合 B 中，则 
 1AB ⊃  2AB ⊃  3AB ⊃  4AB ⊃  

对于各集合的分形维数满足下列性质
[ ]4
： 

单调性：若 BAi ⊂ ，则 
 Hdim iA ≤ Hdim iB  

可数稳定性：或 A1，A2，A3，A4，L，为一可

数序列集序列，则 
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光滑集：若光滑集 F 为 nR 中的光滑(即连续可

微)m 维流形(即 m 维曲面)， Hdim F m= 。特别地，

光滑曲线分形维数为 1，光滑曲面分形维数为 2，可

作为评定偏离的基准。 
表面粗糙度提高的必要条件是其分形维数的降

低，降低表面粗糙度分形维数的主要措施是降低分

形维数高的组成部分的分形维数，作为纳米级加工，

其线分形维数将逐渐接近于 1。 

2  试验 

在超精密切削中，很多因素都对表面加工质量

有影响。如刀具形状、主轴精度、溜板振动和工艺

参数等。由于加工表面质量已进入纳米量级，各种

影响因素都不能忽视，应逐一进行分析[4] 。 
2.1  不同床身、不同隔振条件下的切削试验 

从断裂机理研究中发现，在超精密切削中其切

削面作用厚度约是 1～1 000分子量级，按一般材料，

其断裂层面高约 0.01～1.00 nm[6]。针对不同材料，

在北京机床研究所的三台超精密、高精度数控车床

上进行了不同加工试验，试验是在不同振动条件、

不同主轴转速、不同进给速度条件下进行的，部分

试验条件及统计处理后的结果见表 1。切削工件表

面粗糙度是采用美国 VEECO 公司的原子力显微镜

进行测量的，该仪器分辨率为 0.2 nm。经过试验证

明，相同条件下的切削表面粗糙度是具有统计规律

的，床身材料与隔振措施起关键作用。图 1 为

CKG-300高精度数控车床加工件的表面轮廓局部曲

线之一，经数据处理后，其表面粗糙度 Ra = 25 nm。 

表 1  不同床身、不同隔振条件切削试验 
机床型号 JCS-027 FYGC400 CKG300
床身材料 大理石 树脂混凝土 铸铁 

隔振措施 高精度空气隔振 精密空气隔振 无 

转速 n/(r·min–1) 1 200 1 200 1 200 
表面粗糙度 Ra/nm 2.5 12 25 

 

图 1  加工件表面粗糙度局部曲线 

2.2  振动试验 
在纳米级超精密加工中，振动是影响加工表面

(3)
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质量的主要因素之一，图 2 是几种床身的溜板振动

曲线，该床身的材料分别为大理石、树脂混凝土和

树脂砂铸铁床身。 

 

图 2  基于各种减振床身的溜板振动曲线 

图 2a 床身是大理石材料床身，床身支撑采用高

精度空气减振器，这样不仅有效隔离了外界振动，

而且大理石床身也有效吸收了部分振动，从而减小

了其振动曲线的微细结构。 
图 2b 床身材料为树脂混凝土，床身支撑采用精

密气体减振器。这样隔离了部分外界振动，而且树

脂混凝土床身也有效吸收了部分振动，部分高频分

量被抑制，减小了其振动曲线的部分微细结构。图

2c 床身材料为铸铁，隔振和吸振效果均不理想。 
从中可以看出，其曲线噪声越大，从物理意义

上理解既是表明其振动规律的复杂性和也是反映其

隔振效果。隔振措施有效则可降低外界振动干扰，

床身振动曲线噪声低，未采取隔振措施则床身振动

曲线噪声高。 
2.3  主轴精度试验 

图 3 为典型空气静压主轴回转精度曲线图。 
由该图可以看出，其曲线基本属于三角函数规

律，由于其回转精度为 50 nm，所以宏观观察噪声

较低，但从纳米级微观观察有许多不规则和复杂的

噪声，这些均会对表面加工质量产生影响。 

 

图 3  主轴回转精度曲线图 

3  分析与讨论 

针对图 1 加工件表面粗糙度测试曲线，根据式

(5)计算得到结构函数拟合图(见图4)，同时可得拟合

曲线的斜率 k。 

 126.0=k  
由式(6) 

 
2

2 kD −=  

则 

 937.1
2
126.02 =−=D  

由分形维数 1.937D = 可知，在该试切加工件的

表面粗糙度局部的曲线中，基本接近于 2，说明存

在着很多复杂的、不规则的微细结构，这些微细结

构是造成加工件表面粗糙度低的主要原因，造成这

些微细结构的因素很多，应从各方面因素的分形维

数中进行试验分析。 

 

图 4  表面粗糙度结构函数 τlglg −s 图  

针对图 2c 中 CKG-300 高精度数控车床的溜板

振动试验曲线，由结构函数法计算得到的 τlglg −s

曲线(见图 5)并得到 
 217.0c =k  

由式(6)，则 

 
c

0.2172 1.89
2

D = − =  

由于分形维数 c 1.89D = ，说明该铸铁材料的床

身，其隔振和吸振效果均不理想，没有吸收和抑制

大部分振动，该振动曲线的分形维数较高，其分形

维数接近 2，从 1.3 集合与子集的分形关系可知，该

因素是影响表面粗糙度的主要因素。 

 

图 5  结构函数 τlglg −s 曲线 

对图 2a、b 两种溜板振动曲线也进行了分形维

数计算，Da =1.095，Db =1.664。从以上试验可以看
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出，振动曲线的分形维数越大，其曲线复杂结构越

多，从物理意义上理解即是其振动形态和多自由度

振动的复杂性和其隔振效果。隔振措施可有效则可

降低外界振动干扰，降低床身振动曲线噪声。 
根据上述分析可知，分形维数越高其微细结构

越复杂，其影响的复杂性和不规则性也更复杂，通

过对各部分分形维数的分析，基于 1.3 集合及其子

集的分形关系找出部件分形维数大的因素并逐一采

取抑制措施，进而可以有效地提高加工表面粗糙度。

从前述讨论可知表面粗糙度提高的必要条件是其分

形维数的降低，表面轮廓分形维数降低的理论依据

是在加工过程中各相关因素的分形维数的降低。 
同理，工艺参数、系统稳定性等也具有类似的

规律性，同样可以采用分形理论对其进行分析。从

表 2 可以看出，溜板振动的分形维数极为接近表面

粗糙度的分形维数。 

表 2  表面粗糙度若干因素分形维数 

 溜板振动D 主轴分形维数 D 表面粗糙度Ra/μm

分形维数 D a  1.095 
b  1.664 
c  1.894 

1.12 
1.12 
1.12 

1.372 
1.451 
1.937 

 
从表 2 可知，CKG-300 高精度数控车床的溜板

振动分维数为 1.89，依据 1.3 集合与子集的分形关

系 

 { }H H
11

dim sup dimi i
ii

A A
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则   
 89.1)(dim

cDH =A  

由此可知溜板振动是表面粗糙度分形维数高的

主要影响因素。 
为降低溜板振动分形维数采取了以下措施，床

身材料采取大理石材料，床身支撑采用高精度空气

减震器，这样有效隔离了外界振动，大理石床身也

吸收了部分振动；同时在床身设计和溜板设计方面

进行了特殊隔振设计，通过改进降低了该振动曲线

的分形维数。改进设计后的分维数 Da=1.095。 
对新设计的纳米级超精密机床的其他方面也进

行了相应的改进，并在刀具、切削工艺、隔振措施

和环境条件等方面进行了创新和改进[7]，经过试切

工件的加工表面粗糙度 Ra达到 0.997 nm。图 6 是北

京机床研究所的超精密机床加工工件的检测曲线

图，检测仪器为美国 Zygo 公司生产的激光干涉仪。 
在试验中特别是在上述比较试验中特征尺寸需

要引起重视，尽管分形几何理论原则不依赖于特征

尺寸，但所有测量均是在一定尺度下进行的，所得

曲线均是一定尺度下的规律。 

 

表
面

粗
糙
度

 

图 6  表面粗糙度检测结果 

在试验中，对于复杂结构和微细结构采用分

形理论分析和处理，比较贴近实际情况，而对于

规律性较强的因素仍符合经典力学理论。因此，

在实际分析试验中，对于复杂结构和微细结构，

采用分形理论进行分析的同时，仍须注意经典理

论的应用。 

4  结论 

在纳米级超精密加工过程中，有很多复杂因素

对加工表面质量具有随机性、无序性的影响，通过

对纳米级超精密加工表面质量相关的分形理论的应

用，进行了相关的试验和统计分析，特别是对其中

主要的影响因素及其影响程度进行了分析，得出了

集合与子集的分维数求法及其影响关系，并结合经

典机床制造技术基础理论分析其影响原因，进而可

以采取针对性很强的改进措施。 
利用集合与子集的分形关系，可以将纳米级超

精密切削加工的表面加工质量与机床(机床主要部

件和制造工艺)、刀具和切削机理、切削工艺、振动

与隔振的分形关系量化计算出来。对该机床、机床

主要部件、制造工艺、刀具、使用环境和切削工艺

的研究提供相应的理论依据，对更深层次超精密机

床的发展将起到促进作用。 
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ANALYSIS ON SOME FACTORS  

INFLUENCING SURFACE QUALITY 
NANOSCALE ULTRA-PRECISION  

CUTTING 
 
Zhao Huiying  Jiang Zhuangde  Tian Shijie 

(Precision Engineering Institute, Xi’an Jiaotong  
University, Xi’an 710049) 

 
Abstract：The W-M fractal function and the structure-function 

method for determining fractal dimensions are introduced. 

Some factors of influencing the surface quality in the nanoscale 

cutting are analyzed by the fractal theory. A series of testing and 

statistical analysis for the nanoscale cutting surface are done, 

and the major influence factors on the surface quality are espe-

cially analyzed in quantity. The determining method of the 

fractal dimensions for a set and its subsets and the relation be-

tween them are obtained and checked. Some issues on the ap-

plication of the theory above in the real design are discussed.  

Key words：Fractal theory  Structure function  Set and subset 
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