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摘要：针对对称 4 自由度 3R1T 并联机构提出一种雅可比分析方法。首先运用位移群理论分析 3R1T 并联机构的自由度特性，

得到动平台在空间的运动为四维位移流形，然后运用螺旋理论建立单个分支运动链的雅可比矩阵，该矩阵为 6×5 长方阵；再

利用该类并联机构的自由度特性证明 6×5 的分支雅可比矩阵的第四行和第五行为冗余元素，删除其中之一则可把分支雅可比

矩阵简化为 5×5 方阵，该方阵在机构非奇异位形下满秩。在选定并联机构的驱动副后，对每个分支简化后的 5×5 雅可比方阵

求逆，再分别取出逆阵中对应于驱动副的行矢量构成一个 4×5 长方阵，由于该长方阵的第四列元素始终与 0 相乘为冗余信息，

删除该列元素后得到一个 4×4 可逆方阵，对之求逆即得整个 4 自由度 3R1T 并联机构的雅可比矩阵。该方法简捷易行，可进

一步应用于 3R1T 并联机构的性能分析和运动学设计。 
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Jacobian Analysis of Symmetrical 4-DOF 3R1T Parallel Mechanisms 
 

LI Qinchuan  HU Xudong  CHEN Qiaohong  WU Chuanyu 
(Provincial Key Laboratory of Modern Textile Machinery, Zhejiang Sci-Tech University, Hangzhou 310018) 

 
Abstract：A method for Jacobian analysis of 4-DOF 3R1T parallel mechanism is proposed. The mobility analysis of 3R1T parallel 

mechanisms is performed by using displacement group theory. The motion of the moving platform of a 3R1T parallel mechanism is a 

four dimensional displacement manifold. Then, the Jacobian matrix of single limb kinematic chain is based on the basis of screw 

theory, which is a 6×5 non-square matrix. On the basis of the mobility property, it can be proven that the fourth and the fifth rows of 

the limb Jacobian matrix are redundant. Deleting the fourth row or the fifth row of the limb Jacobian matrix leads to a 5×5 matrix, 

which is of full rank in non-singular configurations. After the actuation of the 3R1T parallel mechanism is determined, the inverse of 

the 5×5 matrix of each limb can be obtained. A 4×5 non-square matrix can be obtained by combining the four row vectors 

corresponding to the actuated pairs taken from the four inverses. The elements of the fourth column of the 4×5 non-square matrix are 

always multiplied by 0 and thus are redundant. Deleting the fourth column of the 4×5 non-square matrix yields a 4×4 invertible 

matrix, the inverse of which is the Jacobian matrix of the 4-DOF 3R1T parallel mechanism. This method is straightforward and can 

be further applied in performance analysis and kinematic design of the 3R1T parallel mechanism. 
Key words：Parallel mechanism  Displacement group theory  Screw theory  Jacobian matrix 

 

0  前言* 

近年来，自由度数少于 6 的少自由度并联机器

人受到国际并联机器人学界和工业界的广泛关注。

对于实际应用中大量要求自由度少于 6 的操作任

务，和传统的 6 自由度并联机器人相比，使用少自

由度并联机构在系统设计、制造和控制等方面可望

                                                        
* 国家自然科学基金资助项目 (50605055)。20080516 收到初稿，   

20081104 收到修改稿 

有效降低成本。例如，用作并联机床时，6 自由度

并联机构中存在一个多余的自由度，增加了系统各

方面的复杂性和成本，采用经过优化的 5 自由度并

联机构可以替代 6 自由度并联机床。一般来说，在

合适的应用场合使用经过合理优化的少自由度并联

机构，可以减少制造装配、驱动控制、检测和维护

等方面的成本。 
根据少自由度并联机构自由度的数目和性质

可以将其分类以简化表达，其中对称 4 自由度并联

机构分为 3 大类：3R1T、1R3T 和 2R2T (R 表示转

动自由度，T 表示移动自由度)。 
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目前对于对称 4 自由度 3R1T 并联机构的运动

学、动力学等相关研究较少。主要是因为自 1983
年 HUNT[1]提出并联机构的构型综合后，国外学者

如 HUNT[1]、MERLET[2]一直认为对称的 4、5 自由

度并联机构不存在，直至 2001 年 ZLATANOV 等[3]

才综合出对称 4 自由度 3R1T 并联机构。 
速度雅可比矩阵(以下简称雅可比矩阵)是机构

一阶运动学分析的核心。对并联机构，雅可比矩阵

将驱动器的关节速度映射为动平台的角速度和线速

度，多数机构分析与设计性能评价指标都源于雅可

比矩阵，如奇异位形、条件数、解耦性、各向同性

等，因此速度雅可比矩阵是并联机构运动学分析及

尺度综合的重要工具。 
建立雅可比矩阵的重要方法之一是对位置逆

解方程求导获得输入速度与输出速度的关系。如

KONG等[4]在 2002年运用此法建立了一类 3自由度

移动并联机构的雅可比矩阵。但 MERLET[5]在 2006
年指出，用这种方法建立的雅可比矩阵在分析位置

误差时不能提供足够的信息。 
另一种方法基于螺旋理论。MOHAMED 等 [6]

用正交螺旋分析了一般并联机构的雅可比矩阵；

KIM 等[7]在 1999 年提出了基于对偶螺旋的并联机

构解析雅可比矩阵建立方法；JOSHI 等[8]在 2002 年

以螺旋理论建立少自由度并联机构约束雅可比和驱

动雅可比矩阵，进而可分析并联机构的奇异位形。 
运用以上两种方法建立对称少自由度并联机

构的雅可比矩阵时，都需要消除输出速度与输入速

度之间映射中的冗余信息。前者通常采用线性消元

法，但物理意义不清楚；后者则运用螺旋理论的互

易积定理，运算复杂繁琐。 
本文针对对称 4 自由度 3R1T 并联机构，运用

群论分析自由度，利用自由度的特性分别删除分支

雅可比矩阵中的冗余信息，将其从 6×5 的长方阵转

为 4×4 满秩方阵，大大简化了后续分析，从而可以

方便地建立这类机构的雅可比矩阵，为进一步的奇

异分析和性能评价奠定基础。 

1  对称 4 自由度 3R1T 并联机构 

不失一般性，本文以 4 自由度 3R1Tz并联机构

为例，此处上标 z 表示在 z 坐标轴方向的移动自   
由度。 

4 自由度 3R1Tz 并联机构的结构特点为：分支

运动链具有 5 自由度，其中必含有 2R 或 3R 球面子

链(即连续的两个或三个转动副轴线共点，该点称为

分支中心点)，移动副 P 不能平行于定平台，在 2R

或 3R球面子链之外的转动副轴线必平行于定平台，

所有分支中心点重合，机构中不含球铰，所有 2R
或 3R球面子链都必须同时连接于定平台或动平台。

从该类机构的结构特点和约束特点可知，动平台绕

机构转动中心 N 转动，而机构转动中心 N 只能沿 z
轴移动。 

如图 1 所示 4-xRxRxR(vRwR)N 机构是 4 自由度

3R1Tz并联机构的一个典型例子，这里上标 x 表示转

动副轴线平行于 Oxy 平面，上标 v 和 w 表示两个相

邻转动副轴线，这里 2R 球面子链记为 ( R R)v w
N ，下

标 N 表示三个转动副的轴线交于同一点分支中心点

N，该点同时也是机构的转动中心，即三个分支中的

2R 球面子链的中心点重合。为便于分析，选择点 N
为固定坐标系 Oxyz 和固结于动平台上的运动坐标系

Omxmymzm的原点，初始位形下两个坐标系重合。 

 

图 1  4-xRxRxR(vRwR)N 并联机构简图 

2  3R1T 并联机构自由度分析 

刚体在空间所有运动的集合 D具有群的代数

结构，构成一个李群，又称为位移群。刚体在空间

的大多数运动可以用 D的子群表示，又称为位移子

群。1978 年，HERVÉ[9]给出了全部 12 种位移子群，

如下表所示，以及位移子群求交集，求乘法运算的

运算结果，并指出位移子群求交集的运算满足一般

集合论中求交的运算法则。由下表显见，这 12 种位

移子群并不能完全解释刚体在空间的全部运动，在

很多情况下，刚体的运动仅是 D中的位移流形。 
对于并联机构而言，动平台的刚体运动集合是

所有分支运动链末端能实现的刚体运动集合交   
集，即 

 
1

n

i
i=

=M L∩  (1) 

式中，M表示动平台的刚体运动集合，Li 表示分支

运动链末端的刚体运动集合，M和 Li 可以是位移子
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群，也可以是位移流形。对于一般位移流形的求交，

总可以归结为相邻位移子群的求交集运算[10]。 

表  12 种位移子群列举 

位移子群 维数 n 
对应 

运动副 
说明 

E 0    刚性连接，无相对运动 

R(N, u) 1 转动副 R 
  表示转动轴线沿单位矢量 u
且过点 N 的转动 

T(v) 1 移动副 P   表示沿单位矢量 v的移动 

H(N, u, p) 1 螺旋副 H 
  表示沿轴线(N, u)，螺距为 p
的螺旋运动 

T(Pvw) 2  
  表示在单位矢量 v 和 w 决定

的平面 Pvw中的移动 

C(N,v) 2 圆柱副 C   表示沿轴线(N, v)的圆柱运动

T 3    表示空间三维移动 

G(u) 3 平面副 G   表示法线为 u的平面运动 

S(N) 3 球面副 S 
  表示转动中心为点 N 的球面

运动 

Y(w, p) 3  
  表示法线为 w 的平面二维移

动和沿任何平行于 w 的轴线，

螺距为 p 的螺旋运动 

X(w) 4  
  表示空间的三维移动和绕任

意平行于 w的轴线的转动 

D 6  
  表示空间的一般刚体运动，

包括 3 个移动和 3 个转动 
 

3R1T 并联机构动平台的运动集合可以用表 1
中的位移子群表示为M=T(u)S(N)，是一个四维的位

移流形，并不具有群的代数结构。 
对图 1 所示 3R1T 并联机构，其分支运动链末

端能实现的刚体运动是一个五维位移流形，即 

 
( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

   ( ) ( , ) ( , ) 1,2,3,4
i i i i i i i i i

i i i

A B C N N
N N i

= =

=

L R u R u R u R v R w
G u R v R w

  

因为 ( , ) ( )i iN ⊂R u G u ，利用位移子群乘法运算的封

闭性可得 
 ( ) ( ) ( , )i i iN=G u G u R u  (3) 

式(3)代入式(2)可得 

 
  

( ) ( , ) ( , ) ( , )
 ( ) ( )

i i i i i

i

N N N
N

= =L G u R u R v R w
G u S

  

注意到 3R1T 并联机构的结构条件保证了各分支中

2R 或 3R 球面子链之外的的转动副轴线均平行于定

平台，即 //i xyu P ， xyP 表示 Oxy 平面，因此有 

( ) ( ) ( ) // //i j i j i xy j xy= ≠T z G u G u u u u P u P∩  (5) 

则机构动平台的位移流形为 

 
1

1 2 3 4

( ) ( )

( ( ) ( ) ( ) ( )) ( )
( ) ( )

n

i
i

N

N
N

=

= =

=

M G u S

G u G u G u G u S
T z S

∩ ∩ ∩

∩
  

式(6)说明该机构动平台具有一个沿 z 轴的移动自由

度和 3 个绕 N 点的转动自由度。 

3  3R1T 并联机构雅可比分析 

3.1  分支雅可比分析 
由于动平台失去 Oxy 平面内的移动自由度，动

平台沿 x 和 y 轴的位移为 0，且动平台上和机构转

动中心 N 重合的一点，即动坐标系原点，沿 x 和 y
轴的移动速度为 0。因此，动坐标系原点的速度为 

 ( )T
0 0x y z zvω ω ω=v  (7) 

记第 i 个分支运动链的雅可比矩阵为 iJ ， iJ 为

6×5 长方阵。记 iJ 的第 n 列为 :,
i
nJ  ( 1, ,5)n = " ，记 iJ

的第 m 行为 ,:
i
mJ ( 1, ,6)m = " 。则有 

 
( )
( )

:,1 :,2 :,3 :,4 :,5

TT T T T T T
1,: 2,: 3,: 4,: 5,: 6,:

i i i i i
i

i i i i i i

= =J J J J J J

J J J J J J
  

式中  ( ) T
:,1 11 21 31 41 51 61
i i i i i i iJ J J J J J=J   

      ( ) T
:,2 12 22 32 42 52 62
i i i i i i iJ J J J J J=J   

      ( ) T
:,3 13 23 33 43 53 63
i i i i i i iJ J J J J J=J   

      ( ) T
:,4 14 24 34 44 54 64
i i i i i i iJ J J J J J=J   

      ( ) T
:,5 15 25 35 45 55 65
i i i i i i iJ J J J J J=J   

雅可比矩阵 iJ 将第 i 个分支的关节速度映射为

动平台的速度，即 
 i i= �v J θ  (9) 

式中， ( ) T
1 2 3 4 5i i i i i iθ θ θ θ θ= � � � � ��θ 是第 i 个分支的关节

速度矢量。 
将式(8)代入式(9)可得 

 
( )

1 :,1 2 :,2 3 :,3 4 :,4 5 :,5
T

1,: 2,: 3,: 4,: 5,: 6,:

i i i i i
i i i i i

i i i i i i
i i i i i i

θ θ θ θ θ= + + + + =� � � � �

� � � � � �
v J J J J J

J θ J θ J θ J θ J θ J θ
  

对串联机械手而言，其雅可比的几何意义为：

雅可比矩阵的列矢量是串联机械手各对应关节在当

前位形下的运动螺旋。因此， :,1
iJ 、 :,2

iJ 、 :,3
iJ 、 :,4

iJ  

和 :,5
iJ  是第 i 个分支运动链中各关节在当前位形下

的运动螺旋。在非奇异位形下，这 5 个运动螺旋应

该线性无关，即有式(11)成立 

( )

( ) ( )

1 :,1 2 :,2 3 :,3 4 :,4 5 :,5

5 5 5 5

1 2 3 4
1 1 1 1

T
5 5 T

5 6
1 1

T T
1 2 3 4 5 6

0 0

0 0 0 0 0 0

i i i i i
i i i i i

i i i i
ij j ij j ij j ij j

j j j j

i i
ij j ij j x y z z

j j

i i i i i i

J J J J

J J v

p p p p p p

θ θ θ θ θ

θ θ θ θ

θ θ ω ω ω

= = = =

= =

+ + + + =

⎛
⎜⎜
⎝

⎞
= =⎟⎟

⎠
≠

∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑

� � � � �

� � � �

� �

J J J J J

 

  (11) 
式(11)中至少有 1 个 ijθ� ( 1, ,5)j = " 不为零。 

(2)

(4)

(6)

(8)

(10)
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显然，第 i 个分支运动链中 5 个关节运动螺旋

:,
i
nJ  ( 1, ,5)n = " 线性无关充要条件为至少有 1 个

ikp  ( 1, ,6)k = " 不为零。 

由式(7)、(10)、(11)易知 

 4 4,:

5 5,:

0
0

i
x i i

i
y i i

v p
v p

= = =

= = =

�
�

J θ
J θ

 (12) 

由于5个关节运动螺旋 :,
i
nJ  ( 1, ,5)n = " 线性无关，

动坐标系原点的速度v中除0之外的4个分量中至少有1
个不为 0，即 ijp ( 1,2,3,6)j = 中至少有 1 个不为 0。因

此，分别删除5个关节运动螺旋 :,
i
nJ  ( 1, ,5)n = " 中的第

4 个元素 4
i

jJ ( 1, ,5)j = " 后得到 5 个新的列矢量

( ) T
:, _ 4 1 2 3 5 6
i i i i i i
n n n n n nJ J J J J=J ( 1, ,5)n = " 。 由 于

ijp ( 1,2,3,6)j = 中至少有 1 个不为 0，由式(5)可知，

这 5 个新的列矢量线性无关，所构成的 5×5 矩阵记为 
 ( )_ 4 :,1_ 4 :,2 _ 4 :,3_ 4 :,4 _ 4 :,5 _ 4

i i i i i
i =J J J J J J   

同样，也可分别删除 5 个关节运动螺旋 :,
i
nJ  

( 1, ,5)n = " 中的第 5个元素 5
i

jJ ( 1, ,5)j = " 后得到 5

个新的列矢量 :, _ 5
i
n =J ( ) T

1 2 3 4 6
i i i i i
n n n n nJ J J J J (n=1, 

…,5)。由于 ijp ( 1,2,3,6)j = 中至少有 1 个不为 0，由

式(5)可知，这 5 个新列矢量线性无关，所构成的 5×5
矩阵记为 
 ( )_ 5 :,1_ 5 :,2 _ 5 :,3_ 5 :,4 _ 5 :,5 _ 5

i i i i i
i =J J J J J J   

在机构的非奇异位形， _ 4iJ 或 _ 5iJ 的秩总为 5。

则去掉 v 中对应的零元素后，可得第 i 个分支的新

的速度映射关系为 
 ( )T

_ 4 _ 50x y z z i i i ivω ω ω= = =� �v J θ J θ  (13) 

在式(13)等号两端乘以  4i−J 的逆矩阵(记为

4i−G )或 5i−J 的逆阵(记为 5i−G )得 
 1 1

_ 4 _ 4 _ 5 _ 5i i i i i
− −= = = =�θ J v G v J v G v  (14) 

展开式(14)可得 

 

1_ 4,: 1_ 4,:1

2 _ 4,: 2 _ 4,:2

3 3_ 4,: 3_ 4,:

4 4 _ 4,: 4 _ 4,:

5 5_ 4,: 5 _ 4,:

1_ 5,:

2 _ 5,:

3_

0

  

i i
i x

i i
i y

i i
i i z

i i
i

i izi

i

i

v

θ ω
θ ω
θ ω
θ
θ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟= = = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

�
�
��
�
�

G G v

G G v

θ G G v

G G v

G G v

G

G

G

1_ 5,:

2 _ 5,:

5,: 3_ 5,:

4 _ 5,: 4 _ 5,:

5 _ 5,: 5 _ 5,:

0

i

x
i

y
i i

z
i i

i izv

ω
ω
ω

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

G v

G v

G v

G G v

G G v

 (15) 

为叙述方便，下文中将 _ 4iG 及 _ 5iG 统一记    

为 iG 。 
3.2  机构雅可比分析 

在选取并联机器人驱动副的时候，通常希望每

个分支含一个驱动副，且该驱动副尽量位于定平台

上以减少运动部分的重量。4 自由度 3R1Tz 并联机

构包含 4 个分支运动链，即 4i = ，本例中取各分支

中移动副为主动副，即驱动关节速度列矢量 a�θ 为

( )T
12 22 32 42

a a a a aθ θ θ θ= � � � ��θ ， 这 样 从 每 个

iG ( 1,2,3,4)i = 中取出
2i

θ� 对应的第二行 2,:
iG 依次排

列，构成一个新的 4×5 矩阵G，即 

 

( )T1 T 2 T 3 T 4 T
2,: 2,: 2,: 2,:

1 1 1 1 1
21 22 23 24 25
2 2 2 2 2
21 22 23 24 25
3 3 3 3 3
21 22 23 24 25
4 4 4 4 4
21 22 23 24 25

 

G G G G G

G G G G G

G G G G G

G G G G G

= =

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

G G G G G

 (16) 

由式(14)、(15)可知有式(17)成立 

 

( ) T
12 22 32 42

1 1 1 1 1
21 22 23 24 25
2 2 2 2 2
21 22 23 24 25
3 3 3 3 3
21 22 23 24 25
4 4 4 4 4
21 22 23 24 25

  
0

a a a a a

x

y

z

z

G G G G G

G G G G G

G G G G G

G G G G G v

θ θ θ θ

ω
ω

ω

= =

⎛ ⎞⎛ ⎞⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

� � � ��θ

 (17) 

注意到 

2 21 22 23 24 250

1,2,3,4

a i i i i i
i x y z zG G G G G v

i

θ ω ω ω= + + + ⋅ +

=

�
 

由于式(18)中 24 ( 1,2,3,4)iG i = 始终和 0 相乘，因此G

中第 4 列为冗余信息，可以删除。删除G中第 4 列

元素后得到的 4×4 矩阵记为 nG ，同时删除 v 中对应

的第 4 个零元素后得到的矢量记为 nv ，则由式(17)

可得 

 a
n n=�θ G v  (19) 

注意到矩阵 nG 由机构的位形参数决定，当主动

副选取正确且机构处于非奇异位形时， nG 始终是非

奇异的。当 4 个主动副锁住，即 a
i =�θ 0时，此时动

平台不能运动，即 =v 0，由线性方程 0n n =G v 有唯

一零解可知 nG 是非奇异的。 
在式(20)等号两端乘以 nG 的逆阵可得 

 1 a
n n

−= �v G θ  (20) 

显然 1
n
−G 是4自由度3R1Tz并联机构的雅可比矩阵，

把驱动关节角速度映射到动平台的速度。 

(18)
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4  4-xRxRxR(vRwR)N 机构雅可比分析 

图 2 所 示 为 处 于 初 始 装 配 位 形 的

4-xRxRxR(vRwR)N 并联机构，选取分支中的移动副作

为驱动副，即 

 ( )T
12 22 32 42

a a a a aθ θ θ θ= � � � ��θ   

 

图 2  处于初始装配位形的 4-xRuPxR(vRwR)N 并联机构简图 

在一般非奇异位形下，可写出各分支运动螺旋

ij$ 的符号表达式，并构造出相应雅可比矩阵如下 

 

( )1 11 12 13 14 15

14 15

15

14 15

11 12 13

11 12 13

0 0 0
1 0 1 0
0 0 0

   
0 0

0 0 0 0 0
0 0

l l
m

n n
a l a

c n c

= =

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

J $ $ $ $ $

  

 

( )

 

2 21 22 23 24 25

25

24 25

24 25

21 22 23

21 22 23

1 0 1 0
0 0 0
0 0 0

   
0 0 0 0 0

0 0
0 0

l
m m
n n

b m b
c n c

= =

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

J $ $ $ $ $

  

 

( )3 31 32 33 34 35

34 35

35

34 35

31 32 33

31 32 33

0 0 0
1 0 1 0
0 0 0

   
0 0

0 0 0 0 0
0 0

l l
m

n n
a l a

c n c

= =

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

J $ $ $ $ $

  

 

( )4 41 42 43 44 45

45

44 45

44 45

41 42 43

41 42 43

 

1 0 1 0
0 0 0
0 0 0

   
0 0 0 0 0

0 0
0 0

l
m m
n n

b m b
c n c

= =

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

J $ $ $ $ $

  

删除 1J 和 3J 中第 5 行、 2J 和 4J 中的第 4 行可得 1J 、

2J 、 3J 、 4J ，对其分别求逆可得 1G 、 2G 、 3G 和 4G 。 
从 1G 、 2G 、 3G 和 4G 中分别取出第 2 行构造出

维数为 4×5 的矩阵G，即 

 

1
2,: 11 12 13 14 15
2
2,: 21 22 23 24 25
3
2,: 31 32 33 34 35

4
41 42 43 44 452,:

G G G G G

G G G G G

G G G G G

G G G G G

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟

= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠

G

G
G

G

G

  

由前面分析可知，G中第 4 列各元素始终与 0
相乘，为冗余信息，删除该列后 

 

11 12 13 15

21 22 23 25

31 32 33 35

41 42 43 45

n

G G G G

G G G G

G G G G

G G G G

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

G   

11 15 14 13 11 11 13 11 12 15 14 11 12 15 14

12 15 13 14 12 15 13 14 15 14 12 11

15 14 12 11 15 14 12 13 15 14 12 13

( ) /(

)

G m n a c a c c l l n c l n l
l l c n l n c l l n n a
n l n a n l n a l n n a

= − − −

+ − +

− +

  

21 21 23 23 21 22 21 22 23 22 23 22 21( ) / ( )G b c b c m c m c n b n b= − − + −

31 35 34 31 33 33 31 31 32 34 35

31 32 34 35 32 34 33 35 32 34 33 35

34 35 32 31 34 35 32 31 34 35 32 33

34 35 32 33

( ) /(

)

G m n a c a c c l l n
c l n l l n c l l l c n
n l n a l n n a l n n a
n l n a

= − + − +

− + −

+ − +
  

41 41 43 43 41 42 41 42 43

42 43 42 41

( ) /(
)

G b c b c m c m c
n b n b

= − − + − +

−
  

12 11 13 13 11 12 11 12 13 12 13 12 11( ) /( )G a c a c l c l c n a n a= − − + − + −  

22 25 24 23 21 21 23 21 22 24 25

21 22 24 25 22 24 23 25 22 24 23 25

24 25 22 21 24 25 22 21 24 25 22 23

24 25 22 23

( ) /(

)

G l n b c b c c m m n
c m n m m n c m m m c n
n m n b m n n b m n n b
n m n b

= − − +

− + −

+ − +
  

32 31 33 33 31 32 31 32 33 32 33 32 31( ) /( )G a c a c l c l c n a n a= − − + − + −  

42 45 44 41 43 43 41 41 42 44 45

41 42 44 45 42 44 43 45 42 44 43 45

44 45 42 41 44 45 42 41 44 45 42 43

44 45 42 43

( ) /(

)

G l n b c b c c m m n
c m n m m n c m m m c n
n m n b m n n b m n n b
n m n b

= − + − +

− + −

+ − +
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13 14 15 11 13 13 11 11 12 15 14

11 12 15 14 12 15 13 14 12 15 13 14

15 14 12 11 15 14 12 11 15 14 12 13 15 14 12 13

( ) /(

)

G l m a c a c c l l n
c l n l l l c n l n c l
l n n a n l n a n l n a l n n a

= − − + −

− + −

+ − +

23 24 25 21 23 23 21 21 22 24 25

21 22 24 25 22 24 23 25 22 24 23 25

24 25 22 21 24 25 22 21 24 25 22 23

24 25 22 23

( ) /(

)

G m l b c b c c m m n
c m n m m n c m m m c n
n m n b m n n b m n n b
n m n b

= − − + − +

− + −

+ − +

33 34 35 31 33 33 31 31 32 34 35

31 32 34 35 32 34 33 35 32 34 33 35

34 35 32 31 34 35 32 31 34 35 32 33

34 35 32 33

( ) /(

)

G l m a c a c c l l n
c l n l l n c l l l c n
n l n a l n n a l n n a
n l n a

= − − + − +

− + −

+ − +

43 44 45 41 43 43 41 41 42 44 45

41 42 44 45 42 44 43 45 42 44 43 45

44 45 42 41 44 45 42 41 44 45 42 43

44 45 42 43

( ) /(

)

G m l b c b c c m m n
c m n m m n c m m m c n
n m n b m n n b m n n b
n m n b

= − − + − +

− + −

+ − +

14 13 11 12 11 12 13 12 13 12 11( ) /( )G a a l c l c n a n a= − − + − + −  

24 23 21 22 21 22 23 22 23 22 21( ) /( )G b b m c m c n b n b= − − + − + −  

34 33 31 32 31 32 33 32 33 32 31( ) /( )G a a l c l c n a n a= − − + − + −  

44 43 41 42 41 42 43 42 43 42 41( ) /( )G b b m c m c n b n b= − − + − + −  

则 1
n

−G 即为该并联机构在该位形下的雅可比矩阵。 

5  结论 

(1) 利用 3R1Tz 并联机构的自由度特性，可以

去除分支雅可比矩阵中的冗余信息，构造满秩的

5×5 分支雅可比矩阵，进而建立整个机构的 4×4 雅

可比矩阵。 
(2) 该方法简单易行，为该类并联机构进一步

性能分析和运动学设计提供有力工具，其思路也可

适用于其他类型的少自由度并联机构。 
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