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摘要：用李群李代数的理论方法探讨了具有空间变形构件的机械系统的分析问题。根据弹性力学的基本原理，建

立了考虑弯曲、拉伸和扭转的空间变形杆件的弹性方程。将杆件作为基本元素，将其理论扩展应用于具有空间柔

性变形杆件的串联机器人系统，分析了系统空间弹性性能与运动学问题。进而，研究了其在柔性并联机构振动平

台分析中的应用。最后，应用该理论很好地解决了螺旋弹簧的空间弹性性能分析问题。将李群李代数理论成功地

拓展应用于空间柔性机构系统的分析，验证了该方法的有效性。 
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0  前言* 

从晶体排列到刚体运动，李群李代数获得了成

功的应用。在机器人中，刚体变换的群被定义为特
殊的欧几里德群，表示为 (3)SE 。它是绕着原点的

旋转 (3)S? 和平移变换 3R 的半直积， (3)SE = 

(3)S? |× 3R 。而李代数被看作是群在单位元素上的

切矢量空间，在刚体运动分析中其元素对应于广义

速度。它们最早的应用是在 19世纪末，R. S. Ball[1]

称其为 Twists(旋量，它是李代数的一个元素)，而
与其对偶空间的力旋量称为 Wrench。这在时间上是
早先于大多数李群、李代数理论的研究。 

1983年 Brockett最先将李群与李代数中的指数
映射引入到机器人中来，建立了机器人的指数建模

方法，通常称作指数积公式。后来，许多学者对李

群与李代数理论在机器人和机构学领域的应用进行

了广泛而深入的研究[2,3]，现在李群与李代数在刚体

运动和机器人的研究方面取得相当大的成就，并已

经相当完善。 
但目前对于李群与李代数的绝大部分研究，局

限于刚体系统的分析。众所周知，李群与李代数对

刚体的空间运动分析非常有效，能否用其来解决一

些工程中常见的具有弯曲、拉伸和扭转的复合变形

构件的连续机构系统的分析问题，尚有待于研究和
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探讨。 
基于 R. Von Mise[4]的有关空间弹性杆件的描

述，作者加以拓展和完善，建立了空间弹性构件的

李群李代数分析方法，并进一步应用于分析复杂空

间复合变形的连续柔性机构或机器人系统。 

1  具有弯曲、拉伸和扭转的空间变形 
   杆件的理论描述 

1.1  变形旋量的定义 
建立两个坐标系，梁的左端点为参考坐标系

Oxyz，沿中心轴线方向为 z 轴，梁上一点 z的局部
坐标系为 Oxyz ，见图 1 所示。对于整个梁，如果
受一个空间力(弯曲力 ,y zF F 、拉伸力 xF 、扭矩

, ,x y zM M M )的作用，它将产生位置和角度变形。

假设沿着梁中心轴线的微小旋转变形，定义为矢量

ϑ，而其平移变形定义为矢量d ，那么梁上的任意
一点相对于其静止(未变形)时的位置和姿态的变化

定义为变形旋量
 
 
 

=
ϑ

ζ
δ
。这可以看作是梁上一点  

 
图 1  梁杆件在静止状态下的坐标描述 
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z处的局部坐标系到其变形后位置的一个小的刚体
运动， ( ), (3)z t ∈ seζ ，即李代数 se (3)中一元素。

所以在梁上一点 z处其变形旋量的具体表达为 

 

( )
( )
( )

( )
( )
( )
( )

x

y

z

x

y

z

z
z
z

z
z
z
z

ϑ
ϑ
ϑ
δ
δ
δ

 
 
 
  

= =   
   

 
 
  

ϑ
ζ

δ
 (1) 

1.2  空间复合变形梁杆件的柔度 
根据材料力学的基本原理和贝努利梁的假   
设[5][10]，对于任意一微小的梁单元d z，有如下的关

系式成立 

 d
d

z
zz EA

δ =
F

    d
d

z
zz GJ

ϑ =
M

 

 d
d

x
x

xz EI
ϑ =

M
    

d
d

y
y

yz EI
ϑ =

M
 (2) 

式中  E—— 弹性模量  
      G—— 切变模量  
      A—— 横断面面积 

xI , yI , J  —— 断面惯性参数 

将式(1)、(2)合在一起，可以写成矢量的形式 
 ζ ′ = cW  (3) 

式中  W ——施加在杆件末端的空间力旋量 

      
Τ

 =  x y z x y zW M M M F F F  

c  ——柔性密度矩阵 

       

1

1

1

0
0

1

x

y

EI

EI

GJ

EA

 
 
 
 
 
 
 

=  
 
 
 
 
 
 
 

c  

将梁上一点 z处微小单元的局部坐标转换到左

端的参考坐标系，并通过积分可以得到长度为 l的

整个梁的柔度矩阵 

 
 

 0
( ) d

Tl
l z= ∫C HcH  (4) 

式中  H ——刚体变换矩阵， (3)∈H SE  

 
 
 
 

I 0
H =

T I
 

 
0 0

0 0
0 0 0

z
z

− 
 =  
  

T  

如果将参考坐标系选在梁的中间位置，可以得

到如下的对角形式的系统柔度矩阵 
Τ= =C HCH  

3 3

       diag
12 12x y y x

l l l l l l
EI EI GJ EI EI EA

 
 
  

 
(5)

 

式中  (3)∈H SE ——从左端点到梁中间的刚体平

移变换矩阵 

 
 
 
 

I 0
H =

T I

 
0 / 2 0
/ 2 0 0

0 0 0

l
l

 
 = − 
  

T  

式(5)和参考文献[4]中给出的结果是一致的，验
证了该理论方法的正确性。下面将讨论此理论方法

的拓展应用。 

2  具有空间复合变形构件的串联机器 
   人分析 

2.1  系统弹性分析 
考虑如下的一般情况，一个由弹性变形杆件构

成的 6自由度串联机器人系统。对于其中的任意一
个杆件，建立图 2所示的坐标系统。每个杆件的变

形旋量为 i
i

i

 
=  

 

ϑ
ζ

δ
，其受力为 i

i
i

 
=  

 

M
W

F
，有如下

的关系式 
 i i i= C Wζ  (6) 
式中  iC ——杆件 i的柔度矩阵 

 
图 2  任一杆件 i的坐标系统描述 

众所周知，对于刚性串联机器人系统[3]，其末

端到基座的关系为 

 ( ) 1 1 2 2 6 6exp( )exp( ) exp( )θ θ θ θ=A s s sL  (7) 

式中  is ——第 i关节的关节旋量 
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iθ ——为第 i关节的角度变量 

1,2, ,6i = L  
那么，当杆件有弹性变形时，利用李群李代数的指

数映射关系，可以给出其相应的变换关系为[8] 

 ( ) 1 1 1 1 2 2 2 2, exp( )exp( )exp( )exp( )θ λ θ ζ θ=A s s Lλ λ ζ  

          6 6 6 6exp( )exp( )θ ζs λ  (8) 
式中  iλ ——对应于变形旋量的表示其幅度大小

的变量矩阵， 1,2, ,6i = L  

假定机器人末端的柔性变形旋量为 e
e

e

 
=  

 

?
s

?
作

用在末端的外力或负载为一力旋量 e
e

e

 
=  

 

t
w

f
。那么

根据整个机器人系统变形与其各个杆件变形的关

系，可以得到 

 
6

1 1

exp( )exp( ) exp( )
i

j j j j i i i i
i j

Sθ λ ζ λ ζ
= =

 
− = 

  
∑ ∏ C W  

 
6

e e
1

 i i i
i=

=∑ B C W C w  (9) 

式中  iB  —— 刚体坐标变换 

      exp( )i i i iλ ζ= −B A  

       
1

exp( )exp( )
i

i j j j j
j

sθ λ ζ
=

= ∏A  

       eC ——系统总的柔度矩阵 

在某一瞬间，根据坐标变换，系统末端的外力

与各个杆件受力的关系表达式为 
 ei iB W = w  (10) 

将(10)式代入(9)式，得到机器人系统总的柔度
矩阵与其每个杆件的柔度之间的关系为 

 
6

1
e

1

( )i i i
i

−

=

=∑ B C B C   (11) 

2.2  运动分析 
考虑机器人末端夹持器上的一个点，

( ), ,x y z Τ′ ′ ′ ′=P ，在基座的参考系中可以表示为

( )T, ,= x y zP 。由式(8)知，它们之间有如下的关系  

 
11

′   
=   

  

PP
A  (12) 

这样，该点的速度可以表示为 

 
6

1 10 i i
i i i

θ λ
θ λ=

′     ∂ ∂
= +     ∂ ∂    

∑
PP A A&

& &  (13) 

假设已知机器人末端的运动速度旋量为
ω 

=  
 

s
υ
， is 和 iζ 分别为当前位置的第 i个关节的旋

量和第i个杆件变形旋量，那么有如下的运动学关系 

 1 1 1 1 2 2 2 2 6 6 6 6θ ζ λ θ ζ λ θ ζ λ
 

= + + + + + + 
 

s s s& & & & & &L
ω
υ

 (14) 

可以简洁地写成 

 r f
 

= + 
 

?
J J

?
& &θ λ  (15) 

式中， T
1 2 6[ ]θ θ θ=& && &Lθ 为刚性广义变量矩阵； =&λ  

[ 1 2λ λ&&
6λ&L ]T为柔性广义变量矩阵， 1 2 6[  ]=rJ s s sL

为关节刚性雅可比矩阵， 1 2 6[    ]f =J Lζ ζ ζ 为杆件

柔性雅可比矩阵。 

3  具有空间复合变形构件的并联振动 
   平台分析 

弹性振动送料平台在工业生产中对工件的自动

进给和装配有重要作用[11]，实物如图 3所示。其产
生振动的腿是由弹簧片构成的。 

                 

送料架 

电磁体 

 

基座 

 

弹簧片 
构成的腿 

 
橡胶支撑 
部分 

  
图 3  弹性振动送料平台[11] 

平台共有三条腿，对称布置。其简化的机构描

述模型见图 4所示。图 4中 S 为旋量。 

 

图 4  弹性振动送料平台的简化机构描述 

3.1  基本关系的建立 
假定每条腿弹簧片的长度为 l，断面宽为b，厚
度为δ ，与水平面的倾角为θ ，与上下平台圆周半
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径方向的安装角为φ ，从焊接点到平台中心的半径

为 r ，腿之间的圆周角度间隔为 120α = o。考虑每

条腿(弹簧片)具有空间柔度，如果坐标系建立在腿
的中间位置，那么由(5)式可以得到对角形式的柔度
矩阵C 。把柔度矩阵从中间点移动到上端点与平台
的焊接点，那么该条腿(看作第一条腿)的柔度可以
表示为 
 1

Τ=C HCH  (16) 

根据弹簧片的安装参数，将焊接点处腿的局部坐标

系变换到上平台中央的全局参考坐标系的刚体变换

矩阵为 

 
ˆ

ˆ
ˆ̂ ˆ

 
=  

  

R 0
A

TR R
 (17) 

式中  Â——一般的刚体变换群， ˆ (3)∈A SE  

      R̂—— 旋转变换 

 ( ) ( )ˆ , ,z yθ φ=R R R  

    T̂ —— 平移变换 

 
0 0

ˆ 0 0 0
0 0

r

r

− 
 =  
  

T  

如果把每条腿的弹性变形旋量当 6六个独立的
旋量，把它表示在平台中心的全局坐标系中，由刚

体变换可以得到第一条腿的雅可比矩阵 

 

1 6 6
ˆ ˆ

cos sin sin cos cos 0 0 0
sin sin cos sin cos 0 0 0

cos 0 sin 0 0 0
cos 0 sin cos sin sin cos cos
0 0 0 sin sin cos sin cos

cos sin sin cos cos cos 0 sin

r r

r r r

φ θ φ φ θ
φ θ φ φ θ

θ θ
θ θ φ θ φ φ θ

φ θ φ φ θ
φ θ φ φ θ θ θ

×= = =

 −
 

− 
 
 

− − − 
 − 

−  

J AI A

     (18) 

 
考虑到第二条腿与第一条腿的安装参数相同，
只是与其相比绕 z轴旋转了 120α = o，所以根据 1J 很

容易可以得到第二条腿的雅可比矩阵 
 2 1=J BJ%  (19) 

式中  B——旋转的刚体变换 

      
 
 
 

R 0
B =

R R

%
%

% %  

      R——旋转矩阵 

      =R%
cos sin 0
sin cos 0
0 0 1

α α
α α

 
 − 
  

  

因为三条腿是对称布置，有 3 =B I% ，即 2 1−=B B% %  
Τ= B%。同理，可以得到第三条腿的雅可比矩阵为 

 2
3 2 1 1

Τ= = =J BJ B J B J% % %  (20) 

3.2  系统弹性分析 
每条腿(弹簧片)的变形旋量 i? 和力旋量 iw 之间

的关系为 

 i i i= C wζ  (21) 

平台的变形旋量? 和每条腿的变形旋量 iζ 有

如下的关系 

 i i
Τ=? J ?  (22) 

其平台所受外力 w和腿受力 iw 之间的关系 

 
1

2 1 1 2 2 3 3

3

 
 = = + + 
  

w
w J w J w J w J w

w
 (23) 

式中  J ——系统的雅可比矩阵 
[ ]1 2 3=J J J J  

将式(21)和(22)加以变换代入式(23)，并整理得 
 1 1 T 1 T 1 T

1 1 1 2 2 2 3 3 3
− − − −= + +C J C J J C J J C J  (24) 

式中  C ——系统总的柔度矩阵 
注意到刚度与柔度的可逆关系，借助于式(19)
和(20)可以得到整个系统平台刚度与各条腿刚度之
间的关系式 
 T T T

1 1 1 1 2 1 1 3 1
Τ Τ= + +K J K J BJ K J B B J K J B% % % % (25) 

4  在螺旋弹簧空间弹性性能分析中的 
   应用 

螺旋弹簧可以看作是一个微小的梁单元沿着弹

簧螺旋线的运动而形成的。鉴于此，利用其特殊的

几何特性，研究其空间弹性问题[6]。其运动几何关

系描述见图 5所示。 
对于弹簧上任意一点处的微小梁单元，有式(3)
的关系成立。根据弹簧的起始点处微小梁单元与参
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考坐标系的关系，有如下柔性密度表达 
 d o o

Τ=c H cH  (26) 
式中  Ho——刚体变换群， o (3)∈H SE  

     o
o

o o o

 
 
 

R 0
H =

T R R

 o

1 0 0

p p
0 cos sin

2 2
p p

0 sin cos
2 2

β β

β β

 
 
 
    = − − −        
    − −    

    

R  

       o

0 0 0
0 0
0 0

r
r

 
 = − 
  

T  

   β —— 弹簧的螺旋升角 

    r —— 螺旋弹簧的半径 

 
图 5  微小梁单元与螺旋弹簧之间的关系描述 

将弹簧螺旋线上任意一点处的微小单元变换到

初始点的刚体变换为 

 c
c

c c c

 
 
 

R 0
H =

T R R
 (27) 

式中  c

cos sin 0
sin cos 0

0 0 1

ϕ ϕ
ϕ ϕ

− 
 =  
  

R  

c

0 0
2

 0 0
2
0 0 0

p

p

ϕ

ϕ

−
π

=
π

T  

   ϕ ——从初始点到当前位置处的沿弹簧螺

旋线的圆周转动角度 
   p——弹簧的螺距 

沿螺旋线的微小位移与其圆周旋转角度的变化

关系为 

 
2

2d d d
2
prµ ϕ η ϕ = + = π 

 (28) 

式中  
2

2

2
prη  = +  π 

 

所以，通过式(26)沿螺旋线的积分就可得到整
个弹簧的空间柔度矩阵[6] 

 c d c0
d

ψ
η ϕΤ= ∫C H c H  (29) 

式中  ψ ——螺旋线总长度(即总的圆周旋转角度) 

5  结论 

将李群李代数(旋量)理论应用于分析连续柔性
杆件空间弹性性能，并运用该理论由简单的杆件单

元或梁进一步分析了柔性机器人、工业弹性振动平

台以及曲线状构件(弹簧)等的空间弹性，拓展了李
群李代数的应用范围和领域。研究结果表明：李群

李代数(旋量)理论不但便于对刚体系统的空间运动
分析，而且对具有连续柔性杆件的机械系统分析也

非常有效。 
李群李代数(旋量)理论是机械系统分析的一种
非常强大的数学工具，可以使许多复杂的机械问题

分析简单化，而且与常用的离散数学(有限元等)分
析方法不同的是它便于得到精确的解析解，易于发

现系统的运动和变化规律。未来的工作作者拟用该

理论方法尝试分析和设计工业中的柔性装配中心、

阻抗控制以及解决复杂机械系统的减振抑振等   
问题。 
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Abstract：The mechanical system with spatial compliant links, 

that is the link under the deflections of bending in the plane, 

twisting and extending, is studied using screw theory. The 

elastic equations of a spatial compliant beam are built based on 

the material theory, and then, this beam theory is applied to the 

compliance and kinematics analysis of the serial robot with 

spatial compliant links. The vibrating bowl feeder for industry 

assembling work is further studied by considering its’ legs as 

leaf springs. Finally, the spatial compliance of the coiled springs 

is discussed. The Lie groups and Lie algebras is successfully 

extended to study the mechanical system with spatial compliant 

links. 
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