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摘要：提出了设计平面凸轮轮廓的相对运动法，这是一种适用于各种平面凸轮轮廓设计的通用方法。利用从动件

相对凸轮运动的相对速度、相对加速度和从动件的表面法线确定平面凸轮的轮廓方程、压力角和曲率半径是该方

法的基本原理。通过建立基于反转原理的通用模型、坐标系和齐次坐标变换技术，导出了平面凸轮的轮廓方程、

压力角和曲率半径的一般表达式。该推导过程不仅适用于手工完成，而且为平面凸轮轮廓设计的智能化、自动化

打下了基础。根据设计的自动推导和求解策略，用 C++ 和 OpenGL 语言开发了计算机辅助设计程序实现了平面

凸轮轮廓设计和机构运动仿真的自动化。最后，给出了设计和仿真实例。 
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0  前言* 

凸轮机构是一种最容易实现预定运动的机构,
广泛应用于各种自动机械和仪器设备中，如纺织机、

计算机、打印机和食品加工机械等。平面凸轮机构

是常用的凸轮机构，凸轮的转动使从动件按预定的

运动规律移动或者摆动。由于凸轮机构的运动特征

依赖于凸轮的轮廓和从动件的类型，为了获得从动

件的预定输出运动(位移、速度和加速度)，必须合

理选择从动件的类型和结构参数后精确地设计凸轮

的轮廓并检验凸轮的压力角和曲率半径。 
目前，瞬心法 ( Polar method )可同时确定压力

角、平面凸轮轮廓[1, 2]和凸轮曲率半径[3]。复变量法

(Complex variable method)[3]可同时求得压力角和曲

率半径。包络法[3]、共轭曲面法[4, 5]和等距曲面法[6]

等用于设计平面凸轮轮廓。精确确定凸轮曲率半径

的方法还有直接应用矢量函数曲线上任意点曲率半

径的定义求解法(简称定义直接求解法)[1]。虽然这些

方法针对某一机构能获得一组解析方程，但难以摆

脱繁琐的手工推导，且推导结果缺乏通用性，不利

于凸轮机构设计的智能化、自动化。为此，在参考

文献[7]的基础上提出了一种适用于各种平面凸轮

轮廓设计的通用方法，其推导过程不仅适用于手工

完成，而且适用于计算机程序的自动推导和求解。 
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1  相对运动法 

1.1  基本原理 

如图 1 所示，在平面凸轮机构中，不论是曲面

还是弧面从动件，当它靠着凸轮表面运动时，在接

触点存在滑动，显然，这种滑动就是从动件相对于

凸轮的相对运动，接触点的滑动速度是从动件的相

对速度 vr，接触点的轨迹形成凸轮的工作轮廓。由

于相对速度 vr垂直于接触点的公法线 nc，这种性质

可表达为 
 0cr =⋅ nv  (1) 

式(1)在共轭曲面理论中称为啮合方程。解此方程可

求得接触点。 

 
(a) 弧面从动件与凸轮   (b) 曲面从动件与凸轮 

图 1  从动件与凸轮的相对运动 

如果凸轮固定，从动件和机架或支承绕凸轮轴

线反转，同时，从动件相对于支承按预定的规律运

动，这通常称为凸轮设计的反转模型。 
在这种情况下，凸轮的工作轮廓在静止坐标系
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中是平面曲线，它是由质点，即接触点，运动形成

的曲线。那么，该曲线的曲率半径可表达为 

 
n

2

a
v

=ρ  (2) 

式中  v ——质点的运动速度  
 an ——法向(向心)加速度 

因此，利用从动件相对凸轮运动的相对速度、相

对加速度和从动件的表面法线可以确定平面凸轮的

轮廓方程、压力角和曲率半径，故称之为相对运动法。 
1.2  一般模型与坐标系 

图 2 是平面凸轮轮廓设计的一般模型。通过改

变参数和从动件与凸轮接触部分的形状可以表达各

种平面凸轮机构。例如，参数 φ，d 固定，l 随凸轮

转角θ 变化，它代表直动从动件凸轮机构；参数 d，
l 固定，φ 随转角θ 变化，它代表摆动或转动从动件

凸轮机构。 

 

图 2  平面凸轮轮廓生成的一般模型 

在凸轮上固定一直角坐标系 O1x1y1 ，坐标原点

与凸轮轴心重合，称作凸轮坐标系，用于描述凸轮

的形状。直角坐标系 O0x0y0 固定在机架上，它的原

点也位于凸轮轴上，称作机架坐标系。在初始位置

时，即凸轮转角θ =0，坐标轴 O0x0与 O1x1 重合。直

角坐标系 O2x2y2的原点位于 x0轴上并反映了从动件

相对于凸轮的位置，称作从动件位置坐标系。坐标

系 O3x3y3 称为从动件形状坐标系，用于描述各种从

动件的轮廓。实际中，凸轮坐标系是运动的，而机

架坐标系是固定的。在反转模型中，凸轮坐标系固

定，机架坐标系转动，从动件位置或形状坐标系随

机架坐标系运动同时按预定的规律相对于机架坐标

系运动。 
1.3  坐标变换矩阵 

设坐标系 Omxmym对应的列矢量 em为 
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那么，各坐标间的变换可表达为 
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式中 θφ ,,,, zdxzly TTTTT ⋅⋅⋅=  (5) 

T 称为总变换矩阵；而 z,θx,dz,y,l TTTT 和,, φ 称为

基本矩阵，分别为 
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矩阵 T 的逆矩阵为 
 11111 −−−−− ⋅⋅⋅= y,lz,x,dz,θ TTTTT φ  (6) 

1.4  接触点位置、速度和加速度的一般表达 
接触点 C 在坐标系 O3x3y3 下的位置矢量为 

 [ ] 33ccc 1 ePer ⋅⋅ == yx  (7) 

它在坐标系 O1x1y1 下表达式为 
 [ ] 1111c 1 eTPer ⋅⋅⋅ == yx  (8) 

在反转模型中，接触点的速度矢量为 
 1c eTPr ⋅⋅= &&  (9) 

为了根据接触点的速度计算压力角，将它用从

动件形状坐标系下的分量表达，即 
 3c ]1[

33
er ⋅= yx vv&  (10) 

将式(4)代入，得 
 33

1
c eTPeTTPr ⋅⋅⋅⋅⋅ == −

V
&&  (11) 

式中 1−⋅= TTT &
V 称为速度变换矩阵。 

那么 
 TT2 PTTPv ⋅⋅⋅= VV  (12) 

设接触点的单位公法线矢量为 
 3c eNn ⋅=  (13) 
式中  ]1[ yx NN=N  

接触点在坐标系 O3x3y3下的加速度矢量为   
 33

1
c eTPeTTPr ⋅⋅⋅⋅⋅ == −

A
&&&&  (14) 

式中  AT ——加速度变换矩阵， 1−⋅= TTT &&
A  

接触点的法向加速度为 
 T

ccn NTPnra ⋅⋅⋅ −=−= A&&  (15) 
1.5  平面凸轮轮廓、压力角和曲率半径的确定 

将式(11)和(13)代入式(1)，啮合方程变为  
 0T =⋅⋅ NTP V  (16) 
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解式(16)可求得接触点齐次坐标 P，然后，代入式 
(8)，得凸轮轮廓在凸轮坐标系下的参数方程 

 [ ] TP ⋅=111 yx  (17) 

凸轮的压力角是接触点处的公法线与从动件运

动方向之间的夹角。由于在给定的模型中直动从动

件和摆动从动件的运动方向是不同的，因此需要分

别处理。 对于直动从动件凸轮机构，压力角是 y3

轴与公法线的夹角，即 
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而对于摆动从动件凸轮机构，其凸轮的压力角是 x3

轴与公法线的夹角 
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将式(12)和(15) 代入式(2), 得凸轮的曲率半径为 

 T

TT

NTP
PTTP

⋅⋅
⋅⋅⋅

−=
A

VVρ  (20) 

以上是相对运动法确定凸轮轮廓，压力角和曲

率半径的一般表达式。它的推导过程充分利用了从

动件相对于凸轮的运动信息，系统全面地给出了设

计凸轮轮廓所需要的参数。这个过程步骤简单，不

容易出错，不仅适合于人工推导，而且更易于计算

机程序自动完成。 

2  基于相对运动法的自动推导与求解 

2.1  矩阵T& 和T&&  
在使用图 2 所示的一般模型确定凸轮轮廓、压

力角和曲率半径时，平面凸轮机构不论具有什么形

状的从动件，它们需要分为两大类：直动和摆动从

动件凸轮机构。因为它们计算矩阵T& 和T&& 的表达式

是不同的。  
对于直动从动件凸轮机构，由于参数φ 和 d 是

常数，那么，矩阵 T 对时间求导，得   
 z,θx,dz,y,lz,θx,dzy,l TTTTTTTTT &&& ⋅⋅⋅⋅⋅⋅ += φφ,  

(21) 

式中  θz,θ
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θz,T& 和 y,eT& 称为基本速度矩阵。 

矩阵T& 再对时间求导，得 

 ⋅⋅⋅⋅⋅ += φφ z,y,lz,θx,dz,y,l TTTTTTT &&&&& 2  1 

 z,θx,dz,y,lz,θx,d TTTTTT &&& ⋅⋅⋅⋅ + φ  (22) 

式中  2  
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z,θT&& 和 y,lT&& 称为基本加速度矩阵。 

对于摆动从动件凸轮机构，由于参数 l 和 d 是

常数，矩阵 T 对时间一阶导数为  
 z,θx,dz,y,lz,θx,dz,y,l TTTTTTTTT &&& ⋅⋅⋅⋅⋅⋅ += φφ   

(23) 

式中  φφφ
φφ

φ
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矩阵 T 对时间二阶导数为 
++= ⋅⋅⋅⋅⋅⋅ z,θx,dz,y,lz,θx,dz,y,l TTTTTTTTT &&&&&&

φφ 2  

 z,θx,dz,y,l TTTT &&⋅⋅⋅ φ  (24) 

式中 
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2.2  推导与求解策略 
相对运动法为凸轮轮廓的自动推导和求解奠定

了基础。图 3 是实现自动推导和求解的程序框图。

输入模块输入从动件的运动谱，机构类型和参数以

及从动件的形状和参数。从动件的运动谱是指凸轮

转动一周从动件的位移、类速度和类加速度变化规

律，它们通常是由分段的连续函数曲线组成。在程

序化的推导过程中，它们需要根据凸轮转角的离散

点进行离散化。 
凸轮轮廓的产生是自动完成的。主循环以 0=θ

开始，每次增加一个步长 θΔ ，直到 °= 360θ 结束。

对于每一次循环，首先获取对应θ 的从动件运动谱

离散值，然后，形成基本矩阵、基本速度矩阵和基

本加速度矩阵；接着计算T 、T& 、T&& 和 1−T 、 VT 、

AT ；采用一维搜索求解啮合方程，计算并保存对应

于θ 的接触点坐标(x1, y1)，压力角α 和曲率半径ρ 的

离散值，到此循环结束。由于凸轮轮廓是连续的曲

线，让前一轮循环的接触点作为后一轮循环中一维

搜索求解的起点以加快求解的速度。一维搜索中，

Δp 为搜索步长。由于每次搜索都是沿着已知的从动

件轮廓进行，所以Δp 的范围可根据从动件的轮廓尺

寸来设定。 
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θ ⇐ θ +Δθ 
θ = 0 

θ ≤ 360 

P0 ⇐ P 

(x1,y1)⇐P·T 
α ⇐ P·T 
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⋅⋅⋅

−
=ρ

P·TV·PT=0 N T 

P ⇐ P0 +Δp 

T, T& , T&&  

T–1,TV,TA

计算基本矩阵 
基本速度矩阵 
基本加速度矩阵 

从动件 
运动谱 

输入模块 

s(θ ),v(θ ),a(θ ) 

 

图 3  平面凸轮轮廓自动推导和求解程序框图 

3  实例与仿真 

为了验证应用相对运动法进行平面凸轮轮廓的

综合结果，仿真凸轮机构的运动，使用 C++ 和
OpenGL开发了基于自动推导和求解策略的CAD程

序 CFDS。由于相对运动法使用模型和推导步骤的

通用性，使得程序设计简单而具有很强的自适应能

力。它不仅适用于尖底、平底或弧底等从动件的普

通平面凸轮机构，也适用于平面共轭凸轮，平面分

度凸轮等特殊的凸轮机构。这里仅给出一个滚子摆

动从动件单盘平面共轭凸轮机构的综合示例。 
首先，选择机构的类型是摆动型，主、副从动

件分别位于机架坐标系的第一和第四象限，输入机

构的基本参数，如下表所示；然后给定从动件的运

动谱，如图 4 所示。接着，进行自动推导与求解并

显示综合结果。图 5 是共轭凸轮机构的运动仿真图， 
它直观地显示凸轮轮廓与从动件的接触状态，反映

了凸轮轮廓综合的正确与否。图 6、7 给出了共轭凸

轮表面压力角和曲率半径的分布曲线，可进一步验

证凸轮轮廓综合的优劣。 
表  凸轮机构基本参数 

基本参数 
从动件 
类型 Rb=30 mm 

d=35 mm 

从动件 
位置 

凸轮转向 
从动件最

大摆动 
幅值 mφ

主从 
动件 

l=35 mm 
Rr=10 mm 

第 1 象限 

1b0 π5.0 ψφ −=  

副从 
动件 

l=35 mm 
Rr=10 mm 

第 4 象限 

2b0 π5.0 ψφ +=  

顺时针 20° 

表中 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
=

d
RR

2
arcsin2 rb

1bψ ， m1b2b φψψ += 。 

 

图 4  单盘共轭凸轮机构从动件运动谱 

 

图 5  滚子从动件单盘共轭凸轮机构的运动仿真图 

 

图 6  凸轮表面的压力角分布 

 

图 7  凸轮表面曲率半径分布 

4  结论 

系统地介绍了相对运动法确定平面凸轮轮廓、

压力角和曲率半径的基本原理和步骤。建立了适用

于各种平面凸轮机构的一般模型并导出了确定平面

凸轮轮廓、压力角和曲率半径的一般表达式。由于
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相对运动法的推导过程易于用计算机程序表达，因

而为计算机自动完成平面凸轮轮廓的综合奠定了理

论基础。 
应用相对运动法设计的自动推导和求解的策略

使得设计人员只要给出机构的类型和基本参数，从

动件的运动谱和形状后，不需要繁琐的推导，即可

获得平面凸轮轮廓、压力角和曲率半径的离散解。

作者据此开发的计算机程序实现了这一目标。设计

实例与仿真结果表明：应用相对运动法进行自动推

导的结果是正确的。 
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Abstract: A new approach, called a relative motion method 

(RMM), is proposed for designing the shape of the disk cam, 

which uses the relative velocity, relative acceleration and nor-

mal line at the contact between a follower and a cam to discover 

the profile coordinate, the pressure angle and the radius of cur-

vature on the cam. Their general expressions are derived based 

on an inverse model with special coordinate systems and ho-

mogeneous transformation techniques. It is characterized by the 

procedures of derivation and solution not only manually but 

also with computers. According to the designed strategy, a pro-

gram for design automation of shape of the disk cam and the 

kinematics simulation of this kind of mechanism is developed 

using the proposed approach with C++ and OpenGL language. 

Finally, an example is given. 
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