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二齿差摆线针轮减速器针齿壳内曲线参数优化*

万朝燕  兆文忠  李力行
(大连铁道学院机械工程系  大连  116028)

摘要 以二齿差摆线针轮减速器针齿壳内曲线参数为设计变量 摆线轮处于任意位置均能顺利装入 且针齿壳内

曲线不发生干涉为约束条件 针齿壳强度 刚度削弱最小为优化目标 对二齿差摆线针轮减速器针齿壳内曲线参

数进行了优化 编制了集优化参数 判定间隙 绘图检验为一体的计算机程序 该程序使用方便 通用性强 对

针齿壳的生产制造具有一定的指导意义
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0  前言*

对摆线针轮行星减速器针齿壳内曲线的要求

是 在保证两片相错 180 的摆线轮能够顺利安装
的前提下 使针齿壳强度 刚度削弱最小 同时应

使加工 测量和检验方便

一般是在铣床上用立铣刀铣出短幅内摆线的外

等距曲线作为针齿壳内曲线 笔者曾在文献[1]中提
出了一齿差传动针齿壳内曲线参数优化方法 在合

作厂的应用中已收到了满意的效果

鉴于在小速比的情况下 二齿差传动所具有的

同时啮合传力齿数多 抗胶合能力强的特点 生产

制造厂十分需要有关二齿差传动针齿壳内曲线参数

优化的原理及相关数据 故在以往工作的基础上

对此问题作了更进一步的深入研究 并得出了有价

值的结论

1  数学模型的建立

二齿差摆线针轮减速器针齿壳内曲线参数优化

的基本思想是 首先 选用比较适用且工艺性较好

的曲线作为针齿壳内曲线 L q 选定坐标系并列出

数学方程 确定设计参数 其次 列出二齿差摆线

轮在运行中相对上述同一固定坐标系所形成的一系

列曲线族的方程 然后 应用微分几何原理 求出

该曲线族的包络线 L 的方程 从理论上讲 只要保

证针齿壳内曲线 Lq上的所有点均在此包络线 L 之
外 即可保证摆线轮能够顺利安装 因此 其约束

条件为曲线 L q必须位于曲线 L以外(可根据需要
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设定间隙量) 且保证曲线 L q不产生 顶切 或 尖

点 优化目标为使针齿壳强度 刚度削弱最小

1.1  针齿壳内曲线
选用短幅内摆线的外等距曲线作为针齿壳内曲

线 由立铣刀铣削而成 如图 1 所示 该曲线 L q

在直角坐标系Oxy下的方程式[1]为
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式中  tqar 2/ raDR −+=

  aD 齿顶圆直径

  qa 针齿壳内曲线偏心距

4/)( afq DDa −=

  fD 齿根圆直径

   tr 铣刀半径

   ϕ 角参量

  pqz 内曲线枝数 对二齿差 zpq= 2(i+1)

   i 减速器传动比

1pqcq −= zz

1.2  二齿差摆线轮运行中形成的曲线族的包络线
如图 2所示 设 ccc yxO 为与摆线轮固连的动坐

标系 Oxy为与针齿壳固连的静坐标系 当摆线轮
运行时 cO 绕O旋转 OOc 为摆线轮中心 cO 到针
齿壳中心O (即图 3 中针轮中心 pO )的中心距(偏心

距) a 在 ccc yxO 坐标系随摆线轮绕 cO 自转的同时
OOc 以 iω 的角速度绕O公转 ccc yxO 的绝对角速

度为ω
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图 1  针齿壳内曲线 短幅内摆线的外等距曲线

Oc

图 2  摆线轮动坐标系与针齿壳静坐标系

1.2.1  二齿差摆线轮齿廓
在二齿差传动中 摆线轮的齿形是由两条相位

相差半个周节的一齿差摆线轮齿形相交而成[2,3] 如

图 3所示 故从齿根 F到齿顶 A的齿形与相同传动
比的一齿差齿形一致 在 ccc yxO 坐标系中的方程为
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式中  pr 针齿中心圆半径

  a 摆线针轮行星传动中心距(偏心距)
   pcOOa =

  rpr 针齿套外圆半径

 pr∆ 移距修形量

 rpr∆ 等距修形量

  δ 转角修形量

  pz 相应的一齿差传动针轮齿数

1p += iz

 1K ′ 有移距修形时齿形的短幅系数

)∆/( ppp1 rrazK +=′

     ϕϕΦ cos21) ,( 1
2

11 KKK ′−′+=′

      Hi 摆线轮与针轮的相对传动比

cp /H zzi =

  cz 相应的一齿差传动摆线轮齿数

izz =−= 1pc

   ϕ 转臂相对于某一针齿中心矢径的转
角 即啮合相位角ϕHp的简写

其齿顶由交点 A构成(为简化起见 此处不考虑
齿形的修顶[2,3]) 由图 3可知

)2/(180 cz°=λ                 (3)

设 A点在 ccc yxO 坐标系下的坐标为 ),(
A

yxA 则

AA
xy /tan =λ                 (4)

由式(2)可得
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注意此处 2/1 pp ziz ′=+= ( pz′为二齿差传动针轮的

实际齿数 与式(1)中针齿壳内曲线枝数 pqz 相等)

已知 pr rpr a i pr∆ rpr∆ δ 由式(3)算

得 λ值 将式(4) 式(5a) 式(5b)三式联立上机求解
即可求得 Aϕ Ax 和 Ay 的数值 由此可得 二齿差
摆线轮齿顶圆半径为

22
ac AA yxr +=               (6)

图 3  二齿差摆线轮齿廓

1.2.2  二齿差摆线轮运行中形成的曲线族及其包络线
由图 2可得摆线轮齿形方程由动坐标系 ccc yxO

变换到静坐标系Oxy的表达式 见式(7a) 中 yx, 式
式中 cx cy 由式(2)表达 当图 2中ψ 取一系列不同

值时 即可得到摆线轮在运行中所形成的曲

线族的方程 特别需要注意的是 由于二齿差摆线
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轮齿形方程式中的 cx cy 在摆线轮齿顶处的导数不

连续 即齿廓曲线有尖点 因此 无法应用文献[4]
中的包络线方程直接求出完整的上述曲线族的包络

线 运用微分几何知识做出理论分析并绘图检验

采用以下方法求出了二齿差摆线轮运行中形成的曲

线族(如图 4)的包络线 先用第 1.2.1 节中介绍的方
法求出二齿差摆线轮齿顶处的角参量 Aϕ 及齿顶圆
半径 acr 然后由式(7a)计算出角参量为 Aϕ 时包络线
上的点

A
xϕ A

yϕ 该点即为导数不连续的点 最后

求包络线的半个分支 ( °≤≤ 1800 ϕ ) 当角参量

Aϕϕ ≤≤0 时 根据文献[4] 导出包络线方程式(7a)
当角参量 °≤≤ 180ϕϕA 时 包络线为二齿差摆线轮

齿顶的轨迹 由式(7b)表示 因此 所求包络线 L
的方程为
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图 4  二齿差摆线轮在运行中形成的曲线族

1.3  针齿壳内曲线参数优化的数学模型
(1)设计变量 由式(1)可知 针齿壳内曲线是由

Da rt和 aq三个基本参数所决定的 为使优化能在

满足精度的条件下尽量简化 可输入 Da 或者 取

针齿壳内曲线 Lq 在齿顶处与摆线轮曲线族的包络

线 L的径向距离为设计者所要求的间隙量 cδ 则根

据上述 Lq与 L的形成原理可得

])∆(∆[2 crprpppa δ++−+= rrrrD      (8)

若取 Lq在齿根处与 L的径向距离亦为 cδ 则同理可

得

)(2 cacf δ++= raD            (9)

式中各符号意义同前 根据第 1.1 节中的分析及式
(8) 式(9) 得式(1)中针齿壳内曲线的偏心距
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因此 在上述前提下 针齿壳内曲线参数的优化就

成为仅有一个设计变量 铣刀半径 tr 的优化问题

(2)目标函数 如前述 该问题的优化目标应为
对针齿壳的强度 刚度削弱最小 即在同一极角

iθ ( i点矢径与Ox轴正向的夹角)下 针齿壳内曲线

Lq 上对应点的矢径长度
2
q

2
q ii yx + 与二齿差传动摆

线轮在运行中形成的曲线族的包络线 L上对应点的

矢径长度 22
ii yx + 之差的绝对值最小 将针齿壳内

曲线的一个周节分为 n份时 则有目标函数
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式中 ixq , iyq 由式(1)求得 ix , iy 由式(7a) (7b)求

得

(3) 约束条件 因曲线 L q上的点必须在相距包

络线 L上对应点以外 cδ 处 故应有约束函数

0)( 222
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tr不得为负值
0)( tt2 ≤−= rrg              (13)

另外 必须保证针齿壳内曲线不产生 顶切 和 尖

点 故应有约束函数[1]
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若 1dD 与 2dD 之一为负值 则舍去负值 若两者均为

正值 取值小者 若两者均为负值 则无解

式中  1ca +−= BA
)2/(4 qacb aDBB +=
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2  程序设计原理及功能

本优化程序根据对目标函数性态的分析[1] 应

用外推法进行求解 初始点选为[1] ∆)(12( pt rir ++=

)∆()1/()∆ rprp
2

p rrir +−+ 此问题解的情形有两种

可能  有一个最优解 此时输出最优解  可
行域为空集 即问题无解 此时将针齿壳内曲线取

为圆形 输出整圆直径 )(2 cacfz δ++== raDD
根据已知的摆线轮参数 pr rpr a i pr∆

rpr∆ δ 运用此程序可完成以下工作

(1) 输入预选间隙量 cδ 根据式(8)确定或输入

aD 设计者参考计算机由式(10)算得的 qa 值 输入

选定 qa 值 经优化得加工针齿壳内曲线的铣刀半径

的最佳值 *
tr 并提供可选代用铣刀的尺寸范围(问题

无解时 输出整圆直径 zD )
(2) 选用半径为等于或稍大于 *

tr 且现场便于
提供的铣刀 经人机对话将该 tr 值输入 打印出针

齿壳内曲线 Lq 与摆线轮在运行中形成的曲线族的

包络线 L之间的间隙分布情况 极角为 iθ 处的实际

间隙 




 +−+= 222

q
2
qSc )( iiiiii yxyxθδ 并绘制出

相应的图形

(3) 对上述结果满意 选取部分或全部项目输
出 若不满意或有其他要求 可重新输入不同的 aD

qa 和 tr 求得对应的数据及图形结果

此程序也可直接用来检验选定的某一组针齿壳

内曲线参数是否合理

3  算例

已知二齿差摆线轮参数为 rp=135 mm rrp=11 mm
a = 6 mm i=11 ∆rp= 0.15 mm ∆rrp= 0.3 mm δ = 0°
取预选间隙δc=0.5 mm

(1) 经 优 化 确 定 针 齿 壳 内 曲 线 参 数 为
D=249 mm aq=3.8 mm rt=10 mm

(2) 针齿壳内曲线 Lq与摆线轮在运行中形成的

曲线族的包络线 L 之间的间隙情况[δcSi(θi)数据省
略] 最小间隙量δcmin=0.567 mm 最大间隙量δcmax=
1.492 mm

(3) 绘制图形检验 针齿壳内曲线 Lq 摆线轮

在运行中形成的曲线族Lc及其包络线L分别如图5
图 6所示

图 5  针齿壳内曲线 L q 与曲线族 L c

图 6  针齿壳内曲线 L q 与曲线族 L c的包络线 L

4  结论

(1) 图 5 图 6 验证了表达曲线族 Lc及其包络

线 L的式(7a) 式(7b)和表达针齿壳内曲线 Lq的式(1)
的正确性

(2) 选取短幅内摆线的外等距曲线作为二齿差
传动针齿壳内曲线是比较合适的 除工艺性好之外

只要选取适当的参数 就可以使该曲线与摆线轮曲

线族的包络线之间的间隙分布比较合理 以达到对

针齿壳强度 刚度削弱最小的目的

(3) 由于程序中除给出最佳铣刀半径值外 还
提供了可选代用铣刀的尺寸范围 操作者可非常方

便地选用现有铣刀 并继续利用该程序进行检验

(4) 当三个约束条件不能同时被满足时 优化
问题无解 取整圆作为针齿壳内曲线 程序输出最

佳整圆直径值供参考 避免了在制造过程中 因事

先无法预料结果 而加工出干涉曲线的情况
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