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摘要：解析解在理论上与数值计算上都有很高价值。根据历史已有的经典解的启发，对导出矩形薄板弯曲的严格简明解析解

(无特殊函数与无穷级数)的方法，提出推导的新思路：在求导简明严格解析解时，应该改变已有办法，不是以外载荷的分布

为给定参数，而是先考虑满足边界条件的薄板法向位移分布，再按基本方程求出外载荷与其余参数的应有分布。对于简支边

界条件，为得出简明严格解析解，法向位移的解析函数在两个坐标上分别应该至少各有两个根，而且两个根值所在处同时也

是函数的拐点。对此准则，以偶数多项式、概率函数与箕舌线函数作为法向位移函数为例，给出其应有的简明严格解析解。 
同样，对于固定边界条件，类似的准则是：法向位移的解析函数在两个坐标上分别应该至少各有两个根，而且两个根值所在

处同时也是函数极值所在。以奇次多项式与星型线函数为例，给出其法向位移函数和应有的简明严格解析解。上述思路与方

法能再发展，例如用于不同或复合的边界条件中去。 
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Some Concise Exact Analytical Solutions of Rectangular Plate Bending 
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( 1. College of Chemical Engineering, Northwest University, Xi’an 710069; 

2. Institute of Engineering Thermophysics, Chinese Academy of Sciences, Beijing 100190) 
 

Abstract：Analytical solutions have great value in both theory and numerical computation. Enlightened by the classical method of 
deriving analytical solutions of rectangular plate bending, new idea and method are proposed for deriving concise exact analytical 
solutions (without special functions and infinite series) of simple supported bending and rigid fixing bending. In such cases, the given 
function for bending has to be changed from the external loading function to the normal displacement function of the plate which 
satisfies the boundary conditions. Then, the external loading distribution and other parameters can be derived from the basic 
equations. For the simple supported bending, the normal displacement functions should have at least two roots in each coordinate, 
and there are two roots situated at the inflexion point of the normal displacement function. The examples of such functions are given 
as even polynomial, probability function and versiera function. In addition, the concise exact analytical solutions for the rigid fixing 
bending are derived similarly to the abovementioned approach; the normal displacement functions should also have at least two roots 
in each coordinate, but there are two roots situated at the maximum point of the normal displacement function. Two examples of such 
functions (odd-order polynomial and asteroid) and their concise normal displacement function are also given. The idea and method 
proposed can be developed further. For example, for a hybrid boundary condition problem. 
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符    号 

a ——x 方向半板宽度 d, g ——任意常数     x, y ——坐标 
b ——y 方向半板宽度   E ——弹性模量      ν  ——泊松比 
c ——各种常数   q ——外载荷 σx,σy ——正应力 
D ——抗弯强度   w ——平板法向位移    τxy ——切应力 
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0  前言 

薄板弯曲是应用弹性力学中已相当成熟的部

分。约百年前 KIRCHHOFF 与 LOVE 就已给出了基

本简化假定，得出基本方程。而早年的求解方法有

求解简支薄板的 Navier 双重三角级数法，及 LEVY
提出的半幅单傅里叶正弦级数法等[1-3]。后来则有各

种近似法，以及近年来以有限元法为代表的数值求

解方法等。由于电子计算机与数值计算方法的飞跃

发展，在工程实用上目前已基本上都用数值求解。 
但是上述情况并不排除各种理论解析解的价

值，尤其是无任何近似简化、没有无穷级数与特殊

函数的代数显式严格解析解。正如文献[4]中所指

出：“弹性力学的解析解在理论上很有价值”。另一

方面，严格解析解对数值求解也有很重要的作用。

例如，可以用之作为标准解来检验各种数值解的准

确度、收敛性、稳定性等的水平与可用性；也可以

用来帮助发展各种数值计算的技巧，或甚启发出新

的计算方法。在相近的学科如流体力学、传热学中，

近年来也有不少创新的简明严格解析解发表且发挥

了相应的作用[5-8]。 
也许有人说，薄板弯曲是属于应用弹性力学，

即不是严格的弹性力学，在弹性力学基础上还加上

了一些近似简化，不必为之求严格的解析解。这种

说法其实是不妥当的。弹性力学(乃至绝大多数科学

理论)的公式，其实本身也有其很多近似与简化之处

(例如认为某些系数是常数)，这并不影响其严格解

析解的重大意义。至于作为标准解有助于计算解法，

则更是有实际意义。 
因此，基于学习与研究历史上薄板弯曲求解的

心得，本文提出了对矩形薄板求得其严格(无任何近

似)简明(无任何无限级数与特殊函数)解析解的途

径，并给出一些简单的例子。 

1  求得严格简明解析解的途径 

先以简支矩形板为例，求解的基本方程          
是 [1 2]−  
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如果能满足边界条件式(2)～(4)的式(1)能找到

严格简明解析解，就完成了本文的目的。在工程实

际中，经常是在已定 q(x,y)后求解。这样求得严格，

简明的解析解通常很难。按照经典办法，多是求得

无穷级数解。但本文目的是要求出有理论意义的严

格简明解析解，这时为易于入手，以先考虑能满足

边界条件的 w函数，然后按式(1)定出相应的 q/D，

比较可行。 
如取 w 为简单双重三角函 w=csin(πx/d) sin(πy/g) 

(相当于 Navier 解法只取级数的第一项)，可推导得

q 也是简单双重三角函数。应该说这是很早的简支

矩形薄板弯曲严格简明解析解。此解在经典文献

[1-3]都有述及。但据所知，在历史上这几项工作接

着的发展，就仅是沿 Navier 解的方向导出很多满足

不同条件的无限级数解，而没有着力对式(1)～(4)
研究如何可以求出其可能有的严格简明解析解。 

其实，按照简支边界条件式(2)～(4)的要求，再

参考 Navier 解法对无限级数中函数的选取，就可很

容易得知，要导得简支矩形薄板弯曲的严格简明解

析解，其法向位移 w 的选用函数准则应该是：该函

数在两个坐标上分别至少各有两个根，而且两个根

值所在处同时也是函数的拐点。这样就满足了式

(2)～(4)。有了简明的 w 解析函数，按式(1)就可求

得外负荷解析表达式，再按已知的薄板弯曲各参数

与w的关系，就可得出所有参数的严格简明解析解。 
能满足有两个根且正好又是拐点的函数在原

则上应有无限多种。除正弦三角函数外，最简单的

应是只含偶次方的代数多项式，尤其是只有 0、2
与 4 次方的多项式。第 2 节将以此为典型情况给予

说明，而在再下一节给出更多简支矩形薄板弯曲的

严格简明解析解。 

2  偶次多项式简支矩形薄板弯曲 
 解析解 

在此以最简单的四次多项式为例介绍简支矩

形薄板的一族严格简明解析解。这时可设(各 ci 为常

数，其中 c2，c3，c5，c6 为任意常数) 

 2 4 2 4
1 2 3 4 5 6( )( )w c c x c x c c y c y= − + − +  (5) 

按第 1 节给出的准则，应令在 ∂2w/∂x2 及

∂2w/∂y2=0 处 w=0。对简单的式(5)很容易得知应在

− 2c2+12c3x2＝0 与 − 2c5+12c6y2＝0 处 w=0。由此易

知有下列关系式：在 x2=c2/6c3 与 y2=c5/6c6(即∂2w/∂x2
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及∂2w/∂y2)处，w=0；亦即应有 

 c1 − c2
2/6c3+c3c2

2/ 36c3
2=0  

 c4 − c5
2/6c6+c6c5

2/36c6
2 =0  

由此可得 c1=5c2
2/36c3 及 c4=5c5

2/36c6。于是薄

板法向位移 w 的严格简明解析解是 
 2 2 4

2 3 2 3(5 / 36 )w c c c x c x= − + ×  
    2 2 4

5 6 5 6(5 / 36 )c c c y c y− +  (6) 

而相应式(2)～(4)，x 与 y 向的半板宽度为 
 2 3/ 6d c c= ±  (7) 

及 
 5 6/ 6g c c= ±  (8) 

有了满足边界条件的解析解，对其他力学参数

就可以很容易地按照薄板经典公式而求得。例如按

式(1)可得到以下参数。 
(1) 外载荷 
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(3) 弯矩 
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6 5 2 3 2 3(6 )(5 / 36 )]c y c c c c x c xν − − +  (13) 
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(4) 转矩 
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( 1)xy
wM D
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ν ∂
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 3 3
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应该说，式(6)～(15)是很简明的简支矩形薄板

弯曲的严格解析解。 
再进一步，就如 Navier 解可以扩充到双傅里叶

无穷级数以求得任意外载荷下的解，偶次多项式原

则上也可以同样扩充为偶次多项式级数来求解。但

这就不一定是简明、严格的解析解，应另文再做研

究。由于只包括偶次方，这种级数也可能收敛较快。 
其实，用不同于本节的偶次方项，适当配合起

来，也可以得到很多其他简支矩形薄板弯曲的严格

简明解析解。限于篇幅，在此不再赘述。 

3  其他简支矩形薄板弯曲严格简明 
   解析解例子 

正如前述，除偶次多项式外，原则上还有无限

多种w的函数可得到简支矩形薄板弯曲的严格简明

解析解，下面举两个例子。 
3.1  w 为概率函数 

概率函数的基本形式是 f (x)=c1exp( − dx2) − c2，

这种函数是有可能在它的两个根处同时使两次导数

为 0 的。经过简单的推导，可得当取 w 为下列形式

时，满足 x 与 y 向全板宽为 2 / d 与 2 / g 时的简支

条件 

 2
1[exp( ) exp( 1/ 2)]w c dx= − − − ×   

 2[exp( ) exp( 1/ 2)]gy− − −  (16) 

按照式(16)，可以得到 

 
2

2 2
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4

2 2 2 4
14 4 (1 8 4 )w d c dx d x

x
∂

= − + ×
∂

  

 2 2exp( ) [exp( ) exp( 1/ 2)]dx gy− × − − −  (20) 

 
4

2 2 2 4
14 4 (1 8 4 )w g c gy g y

y
∂

= − + ×
∂

  

 2 2exp( )[exp( ) exp( 1/ 2)]gy dx− − − −  (21) 

 
4

2
12 22 8 (2 1)w c dg dx

x y
∂

= − ×
∂ ∂
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将式(17)～(22)代入式(10)～(15)的左侧等式，即可

得到此解的外载荷、应力、弯矩和转矩等解析解。

例如外载荷 q/D 的解析解就是式(20)～(22)之和。 
3.2  w 为箕舌线函数 

箕舌线函数的基本形式是 f (x)=8d3/(x2+4d2)，其
曲线形状与概率函数相近。与第 3.1 节同样处理，

可知当取 w 为下列形式时满足 x 与 y 向全板宽为

4 3d 与 4 3g 时的简支条件 

 3 2 2 1
1 8 ( 4 ) 3 / 2w c d x d d−⎡ ⎤= + − ×⎣ ⎦   

 3 2 2 18 ( 4 ) 3 / 2g y g g−⎡ ⎤+ −⎣ ⎦  (23) 

其他推导与第 3.1 节相同，不赘述。 
3.3  在同一解中用不同函数形式 

前面各节建议的外载荷 w，所用的函数都是以

同一形式的 f (x)与 f (y)相乘，其实它们是分别对两

个互为垂直的矩形边满足简支条件的。所以，对同

一矩形的不同边，也可用不同的函数形式。例如可

对 x 方向用偶次多项式而 y 向用三角函数 

 2 2 4
2 3 2 3(5 / 36 )w c c c x c x= − + × 0 sin(π / )c y g  (24) 

等各种组合。本来实现简支矩形边界条件四边都用

同一函数形式的解析解，原则上就有无限多种，再

加以交叉匹配，可能有的解就更无限多了。 

4  固定边界矩形薄板弯曲求严格简明 
 解析解的准则 

按第 3 节的讨论与具体推导，很容易会引出下

述准则：要导得固定边界矩形薄板的严格简明解析

解，其法向位移 w 的选用函数准则应该是：该函数

在两个坐标上分别至少各有两个根，而且两个根值

所在处同时也是函数的极值所在。 
原则上能满足此准则的函数也是无限多的，但

是要很简明的就不一定很多。初步可以考虑的例如

奇次多项式，其表达式是 

 3 5 3 5
1 2 3 4 5 6( ) ( )w c x c x c x c y c x c x= − + × − +  (25) 

式中 1c 与 4c 要按上述准则那样求出，分别是 2c ， 3c
与 5c ， 6c 的函数。推导方法与第 3 节中相同。但由

于函数次数高了，推导略繁一点。 
另一个例子是用星形线函数 

 ( ) ( )3 3
2 / 3 2 / 3 2 / 3 2 / 3w d x g y= − × −  (26) 

其他处理和考虑与前面是相同的。例如，不同

函数形式也可以在同一解中同时用。 

5  结论 

(1) 严格、简明的解析解对相应的学科在理论

上及发展数值计算上都有很大价值。矩形薄板弯曲

在历史上有过经典的解析解，但都是以无限级数或

特殊函数来表达，理论与实用上均有不足。 
(2) 为能较容易得到矩形薄板弯曲的严格简明

解析解，以选用薄板法向位移代替以前常用的外载

荷为给定参数为宜。 
(3) 对简支边界条件，选用的法向位移的函数，

应在两个坐标向至少各有两个根，而且根值所在处

同时也是函数的拐点，就能很容易推导得出无限多

族解(相应不同的函数)。 
(4) 以偶次多项式、概率函数、箕舌线函数为

例，给出其简支边界条件下具体的解。 
(5) 对固定边界选用的法向位移的函数，在两

个坐标相应至少各有两个根，而且根值所在处同时

也是函数的极值所在。这样的函数有奇次多项式和

星形线函数等。 
(6) 提出的思路与建议，对矩形薄板弯曲的应

力应变等的分析，还有可继续发展之处。 
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