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摘要：基于微分变换和线几何理论，建立包含关节弹性变形以及绳拉力等因素的绳牵引并联机器人的刚度模型，推导刚度矩

阵的数学表达式。模型不仅考虑驱动单元、绳的弹性变形对机构刚度的影响，而且考虑机构在广义外力作用下由末端执行器

微分运动所引起的结构矩阵的变化。通过线矢量的引入，分步求导模型中结构矩阵对末端执行器位姿变分的三维 Hessian 矩

阵。模型表明，绳牵引并联机器人的系统刚度由两部分组成，其中一部分主要取决于绳的几何布置、末端执行器的位姿、驱

动支链的物理特性；另一部分表达为结构矩阵相对末端执行器位姿的变分-Hessian 矩阵与绳拉力矢量的乘积。大射电望远镜

5 m 缩尺模型数值仿真与试验结果的对比验证了该方法的正确有效。 
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Analysis on the Static Stiffness of Wire-driven Parallel Manipulators 
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(1. Key Lab of Electronic Equipment Structure of Ministry of Education, Xidian University, Xi’an 710071;  

2.Nanjing Research Institute of Electronics Technology, Nanjing 210039 ) 
 

Abstract：Based on differential transform and linear geometry theory, a stiffness model of wire-driven parallel manipulators is 
established, including the elastic deformation of joints and wire tension. And a mathematical expression of the stiffness matrix is 
developed. Not only the influence of elastic deformation of the drive units and wires on the mechanism stiffness, but also the change 
of the structure matrix due to the movement of end-effectors under the action of generalized external force are considered in the 
stiffness model. The structure matrix derivative with respect to the position and orientation of the end-effectors, namely three 
dimension Hessian matrix is obtained by introducing linear vector. The model shows that the stiffness matrix of wire-driven parallel 
manipulators consists of two parts, one of which depends mainly on the geometric distribution of the wires, the position and 
orientation of the end-effectors, and the physical property of the driven links, while the other is a product of the Hessian matrix and 
the wire tension vector. The simulation and experiments of a five-meter scaled model of large spherical radio telescope verify the 
accuracy and effectiveness of the proposed method. 
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0  前言* 

并联机器人的刚度是末端执行器在外力作用

下，由于弹性元件的变形引起位移大小的度量。刚

度影响机构的动态特性和定位精度，是机器人重要

的设计评价指标，建立精确完整的刚度模型对于提

高机构性能至关重要
[1]
。 

绳牵引并联机器人具有结构简单、惯性小、工

作空间大和运动速度快等优点，已在触觉装置
[2]
、
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风洞试验
[3]
、大型射电望远镜

[4]
等方面得到应用，

但刚度差、定位精度低的弱点是制约其获得广泛应

用的一个瓶颈。由于绳的单向承载且易于屈服，绳

牵引并联机器人比传统连杆并联机器人刚度低，因

此其刚度问题更值得研究。并联机器人的刚度分为

被动和主动刚度
[5]
，前者与机器人结构参数、末端

执行器位姿等因素相关，后者与外载荷及驱动力等

因素有关。VERHOEVEN 等
[6-7]

导出了绳牵引并联

机器人的刚度公式，但忽略了主动刚度。

KAWAMURA 等
[8]
虽然指出增加牵引绳的拉力可以

提高结构刚度，但没有给出两者的解析关系。YU[9]

推导了刚度表达式，且同时考虑了主动和被动刚度，
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但没有得出主动刚度矩阵中 Hessian 矩阵的显示表

达，因此还无法应用于刚度控制。BEHZADIPOUR
等

[10]
通过将每根牵引绳等效为沿绳轴线和法线方

向的弹簧组合，从而推导出系统的刚度矩阵表达式，

但用多个弹簧刚度代替一根牵引绳刚度在矩阵形式

上不同，且近似程度需要证明。隋春平等
[11]

从微分

变换出发推导了绳牵引并联机器人的刚度解析表达

式，包括主动和被动刚度，但推导过程中略去了值

得保留的项。隋春平等
[12]

针对一种由 4 根绳牵引的

3 自由度(2 个转动及 1 个移动)带有约束机构的并联

机器人，在导出刚度矩阵的基础上，采用位置和拉

力混合控制的策略，对该操作臂进行了刚度控制。

但该文献的研究对象构型特殊，杆状执行器的中点

受到胡克铰的约束。在对绳牵引并联机器人刚度的

研究中，以往的文献往往忽略了主动刚度，或者在

主动刚度的推导过程中因数学推导的困难而忽略了

值得考虑的某些非线性因素，导致得到的刚度解析

表达式不完整、欠准确，限制了其在运动控制中的

应用，妨碍了对刚度的有效增强。 

为此，本文从刚度基本定义出发，通过微分变

换和线矢量的引入，解析表达结构矩阵相对于末端

执行器位姿变分得到的三维 Hessian 矩阵，建立完

整的绳牵引并联机器人静刚度模型。以大射电望远

镜 5 m 缩尺模型为实例，物理试验与数值仿真结果

的对比验证本文方法的正确有效。 

1  刚度解析 

为了简化理论研究，作如下假设。 
(1) 绳与机架、末端执行器的连接为理想铰链。 
(2) 绳的自重忽略不计。 
(3) 绳的变形为线弹性变形。 
(4) 绳是理想柔性的，既不能受压，也不能    

抗弯。 

以 m 根绳牵引的具有 n 自由度的并联机器人为

研究对象，如图 1 所示，其中，Ai 为第 i 根绳与机

架的连接点，i=1～m；Bi 为第 i 根绳与末端执行器

的铰接点。建立其末端执行器的力和力矩平衡方程 

 1 2

1 1 2 2

o o

o o' o o o' o
o' o'

+ =
⎛

= ⎜
⎝

JT W 0
u u

J
R B u R B u  

  

 
o

m
o o' o

o' m m

⎞
⎟
⎠

u
R B u  

 

 

( )
2

1 2

n m

o o o o'
o i o' o' i

i o o o o'
i o' o' i

m
mt t t

×

Τ

∈
− −

=
− −

= ∈

J
A P R B

u
A P R B

T

R

R

 

 ( )T
e e

n= ∈W F M R  (1) 

式中  J——结构矩阵 
T——绳拉力矢量 

W——广义外力矢量 
o

iu ——第 i 根绳的单位矢量，i=1～m 
o

o'R ——与末端执行器固接的局部坐标系O'x'y' z' 

到全局坐标系 Oxyz 的旋转变换矩阵 
o

iA ——第 i 根绳与机架的连接点在全局坐标 

系下的位置矢量 
o'

iB ——第 i 根绳与末端执行器的铰接点在局 

部坐标系下的位置矢量 
o

o'P ——末端执行器 O'点的位置矢量 

it ——第 i 根绳的拉力值 
Fe——作用于末端执行器的等效外力 

Me——作用于末端执行器的等效外力矩 

 

图 1  绳牵引并联机器人的受力矢量图 

当作用在末端的广义外力发生微小变化 ∂W
时，必然导致末端执行器产生一个相应的微小运动

矢量 ∂X ，则系统的刚度与二者的关系为 

 
∂ ∂ ∂

= = − −
∂ ∂ ∂
W J TK T J
X X X

  (2) 

式中  
∂

−
∂

J T
X

——主动刚度 

∂
−

∂
TJ
X

——被动刚度 

X——末端执行器的位姿， n∈RX  
进一步，得 

 ( )(1) (2) ( )n n m n× ×∂
= = ∈
∂

RJH H H H
X

 (3) 
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式中，H (j)为矩阵 H 的第 j 个平面。 
结构矩阵 J 分别对末端执行器位姿矢量 X 的每

一个元素求偏导，构成一个三维 Hessian 矩阵 H，

其结构如图 2 所示。 

 

图 2  三维 Hessian 矩阵 

对于 H ( j )，有 

 
( )j

j

∂
=
∂

JH
X   (4) 

式中，X 为矢量 X 的第 j 个元素，j=1～n。 
1.1  Hessian 矩阵的求解 

为了简化矩阵 H 的推导，基于线几何理论，以

方向余弦表示每根绳的单位矢量 
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式中  1̂e —— x 轴方向的单位矢量， ( )1̂ 1 0 0 Τ=e  

2ê —— y 轴方向的单位矢量， ( )2ˆ 0 1 0 Τ=e  

3ê —— z 轴方向的单位矢量， ( )3ˆ 0 0 1 Τ=e  

iα —— o
iu 与 x 轴的夹角 

iβ —— o
iu 与 y 轴的夹角 

iγ —— o
iu 与 z 轴的夹角 

根据牵引绳根数 m 与末端执行器可控自由度 n
之间的关系，绳牵引并联机器人可分为欠约束

(m≤n)、完全约束(m=n+1)和冗余约束(m>n+1)机构
[13]

。

以下按欠约束、完全和冗余约束分别进行研究。 
1.1.1  欠约束绳牵引并联机器人 

对于 m=n 的欠约束绳牵引并联机器人，可得 
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由式(5)得 
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由于 2 2 2cos cos cos 1i i iα β γ+ + = ，得 
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将式(9)～(12)代入式(7)，得 
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为了求解 /i jα∂ ∂X 和 /i jβ∂ ∂X ，选取绳牵引并

联机器人的第 i 条闭链支路，列写闭链约束方程 

 o o o o o
o o i i i il′
′ ′+ = +P R B A u   (14) 

式中，li 为第 i 根绳长。 
将式(14)两边对时间求导得 

 ( )o o o o o
o o i i i i il l′
′ ′− × = +P R B u uω   (15) 

式(15)的左边写为 

 ( )( ) ( )o o o o o
o o i o i i

′ ′
′ ′ ′− × = − × =P R B I R B X M Xω  

  (16) 
绳牵引并联机器人的绳长变化速率与末端执

行器运动速度之间有 ( )1 2 ml l l
Τ Τ= −J X ，则 

 :i il Τ= −J X   (17) 

式中，JT
i:为 JT

的第 i 行。 
结合式(5)，则 
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将式(16)、(18)代入式(15)中，得 

 ( )
sin
sin
sin

i i

i i i i i

i i

l
α α
β β
γ γ

−⎛ ⎞
⎜ ⎟− = −⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

X M N X  (19) 

则 

 ( )1:

1
sini i i

i il
α

α
⎛ ⎞−

= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

M N X  

 iβ = ( )2:

1
sin i i

i il β
⎛ ⎞−

−⎜ ⎟
⎝ ⎠

M N X   

 ( )3:

1
sini i i

i il
γ

γ
⎛ ⎞−

= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

M N X  

式中，( )1:i i−M N 表示矩阵 i i−M N 的第 1 行，其余

类似。 

进一步，可得 
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式中， ( )1,i i j−M N 表示矩阵 i i−M N 的第 1 行第 j

列元素，其余类似。 
将式(20)、(21)代入式(13)，得到

o
i j∂ ∂u X 。再

由式(8)计算 ( )o o' o
o' i i j⎡ ⎤∂ × ∂⎣ ⎦R B u X ，最终由式(6)

整理得到三维矩阵 H。 
1.1.2  完全和冗余约束绳牵引并联机器人 

对于 m≥n+1 的完全和冗余约束绳牵引并联机

器人，其末端执行器属于完整位置约束。根据结构

力学中的刚化原理，将绳牵引并联机器人视为整体

研究对象，得到外界作用在机架 O 点的等效外力和

外力矩。接着，抽取机架为研究对象，如图 3 所示，

得到静平衡方程 
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由式(22)可知 
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图 3  机架的静力平衡矢量图 

根据式(3)，得 
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首先，求解三维矩阵 H1 
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式中， H1
(j) 为三维矩阵 H1 的第 j 个平面，
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将式(26)和矩阵 A 代入式(24)中，经过整理得

到三维矩阵 H1。 
对于 6 自由度完全和冗余约束绳牵引并联机器

人，H1
(1)
第 i 列 ( )(1)

1: 0 0 0 0 cos cosi i iγ β Τ= −H ，H1
(2)
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的第 i 列 ( )(2)
1: i0 0 0 cos 0 cosi iγ α Τ= −H ，H1

(3)
的第

i 列 ( )(3)
1: 0 0 0 cos cos 0i i iβ α Τ= −H ， 1,2, ,i m= ，

(4) (5) (6)
1 1 1 6 m×= = =H H H 0 。 

接着，求解矩阵 H2 
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由式(22)中 A 的构成可得 

 

1 2

1 2
1 2

oo o
m

j j j

oo o
j o o o m

m
j j j

⎛ ⎞∂∂ ∂
⎜ ⎟

∂ ∂ ∂∂ ⎜ ⎟= ⎜ ⎟∂ ∂∂ ∂⎜ ⎟× × ×⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

uu u
X X XA

X uu uA A A
X X X

  

  (28) 

将式(13)得到的
o

i j∂ ∂u X 代入式(27)、(28)，整

理得到矩阵 H2。 
定理  对于完全和冗余约束绳牵引并联机器

人，通过机架的静力平衡方程和通过末端执行器的

静力平衡方程求解 Hessian 矩阵的方法是等效的。 
证明：式(1)为末端执行器的力和力矩平衡方

程，可知结构矩阵 
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式(22)为机架的力和力矩平衡方程，结构矩阵
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根据矢量封闭原理 
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i o' i i o' il− − =A P u R B   i=1,2,…,m 

 ( ) ( )o o' o o o o o
o' i i i o' i i il× = − − ×R B u A P u u  

由 于 o o
i i× =u u 0 ， ( ) (o o' o o

o' i i i× = −R B u A  
)o o

o' i×P u ，通过末端执行器的力(力矩)平衡方程和

通过机架的力(力矩)平衡方程得到的结构矩阵 J 是

等价的。那么，分别基于这两种方法，从 Hessian
矩阵的基本定义 jH J X= ∂ ∂ 出发求解的 H 也是等

价的。 
1.2  被动刚度的求解 

设驱动单元的刚度为 kai，绳的线弹性刚度为

EA/l0i，E、A 分别是绳的弹性模量和横截面积，l0i

为变形前的第 i 根绳长。根据驱动单元和绳的串联

连接方式，得到每个支链的等效刚度模型为

ki=kaiEA/(EA+kail0i)。 
对于式 (2)中的第二部分，由于 Τ∂ ∂ = −l X J    

可得 

 
1 1

1 1

(1 )
diag

(1 )
ai i i

ai i i

k k l k t
k k l k t

− −
Τ Τ

− −

⎡ ⎤′ ′+∂ ∂
− = = ⎢ ⎥′ ′∂ ∂ + +⎣ ⎦

T TJ J J J J
X l

 

  (29) 

式中，k'=EA，l 为变形后的第 i 根实际绳长，由运

动学位置反解求出。 

2  完整刚度模型 

对于 m=n 的欠约束绳牵引并联机器人，当末端

执行器所受到的广义外力 W 已知，由式 (1)得
T=–J–1W，则其刚度矩阵为 

 
1 1

1
1 1

(1 )
( ) diag

(1 )
ai i i

ai i i

k k l k t
k k l k t

− −
− Τ

− −

⎡ ⎤′ ′+
= + ⎢ ⎥′ ′+ +⎣ ⎦

K H J W J J (30) 

对于 m≥n+1 的完全和冗余约束绳牵引并联机

器人，由式(1)得 

 ( ) ( )+ += − + −T J W I J J λ   (31) 

式中  J+
——J 的Moore-Penrose 广义逆，J+=JT(JJT)–1 

J+(–W)——方程式(1)的极小范数解 
由于 J(I–J+J)λ=(J–J)λ=0，(I–J+J)λ是方程式(1)

的齐次解，λ∈Rm
为任意矢量，(I–J+J)λ形成了结构

矩阵 J 的零空间矢量，对平衡末端执行器上的外载

荷无贡献，只用于牵引绳之间的相互平衡，归为内

力项。则刚度矩阵 

 ( )+ +⎡ ⎤= − − +⎣ ⎦K H J W I J J λ  

 
1 1

1 1

(1 )
diag

(1 )
ai i i

ai i i

k k l k t
k k l k t

− −
Τ

− −

⎡ ⎤′ ′+
⎢ ⎥′ ′+ +⎣ ⎦

J J  (32) 

可见，绳牵引并联机器人的系统整体刚度分为

两部分，前者与绳拉力有关，后者取决于绳的几何

布置、末端执行器的位姿、驱动支链的物理参数及

绳拉力。需要指出的是，在第二部分中，一般情况

下
1

ik t−′ 与 1 相比数量级微小，对于系统刚度的影响

可以忽略不计，因此其主要取决于机构的结构参数

和末端执行器位姿。在第一部分中，通过改变内力

系数 λ 可以动态地调整绳拉力大小，进而影响系统

的整体刚度。 

3  仿真与试验比较分析 

西安电子科技大学 FAST 项目组建造了口径   
5 m 的大射电望远镜室内缩比模型，如图 4 所示。

1
ik t−′

j= ∂ ∂H J X
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其馈源舱粗调系统属于 6 根索驱动的 6 自由度欠约

束定位机构。相关参数如下：塔高 h=2.5 m，塔分

布圆半径 R=2.5 m，反射面直径为 4 m，塔顶出索口

的位置矢量
oA1=(–2.500 0 2.500)T m，

oA2=(–1.250 
–2.165 2.500)T m，

oA3=(1.250 –2.165 2.500)T m，
oA4=(2.500 0 2.500)T m，

oA5=(1.250 2.165 2.500)T m，
oA6=(–1.250 2.165 2.500)T m；馈源舱质量 9 kg，舱

底直径 0.42 m，索与馈源舱铰接点的位置矢量
o'B1=(–0.210 0 0)T m，

o'B2=(–0.006 –0.014 0.210)T m，
o'B3=(0.105 –0.182 0)T m，

o'B4=(0.015 0.002 0.210)T 
m，

o'B5=(0.105 0.182 0)T m，
o'B6=(–0.009 0.012 

0.210)T
；柔索选用 GB20118—2006 圆股钢丝绳，公

称直径 1.2 mm，单位长度质量 0.007 5 kg·m–1
，横

截面积 A=1.131 mm2
，弹性模量 E=28 GPa；驱动器

刚度 kai=400 N·μm–1
。 

 

图 4  FAST 5 m 室内缩比模型 

基于上述方法，计算当馈源舱仅受重力，且位

置矢量
oPo'=(0 0 0.980)T m，姿态角φ=θ=ψ=0°时的 

刚度矩阵。刚度矩阵 K1 为对称阵，这是由其解析表

达式决定的，K2 是与索力相关的主动刚度。总体刚

度 K 中左上角 3×3 维子阵反映系统的平动刚度，单

位为 N·m–1
，右下角 3×3 维子阵反映系统的转动刚

度，单位为 N·m·rad–1
，剩余子阵为耦合刚度矩

阵。平动刚度中沿 x 轴和 y 轴的刚度基本相同，都

大于沿 z 轴的刚度；转动刚度中绕 x 轴和 y 轴的刚

度要远大于绕 z 轴的刚度，整体系统绕 z 轴的转动

刚度最弱。由于馈源舱位于工作空间的中间位置，

并呈水平状态，使得柔索对称分布，舱索系统关于

z 轴是轴对称的，因此沿 x 和 y 轴的平动刚度、绕 x
轴和 y 轴的转动刚度基本相同。 

K 的 6 个特征值 ke1=2.520×104
、ke2=2.520 ×104

、

ke3=1.799×104
、 ke4=0.075×104

、 ke5=0.075×104
、

ke6=0.006×104
，分别代表沿 6 个相关特征矢量

ve1,ve2,… ,ve6 方向上的刚度系数。最小特征值

ke6=0.002×104
，其对应的特征矢量 ve6=(0  0  0.002  

0  0  1)T
，显然系统的最弱刚度为舱体绕 z 轴的转

动刚度。 
6 根索驱动的 6 自由度欠约束定位机构的刚度

矩阵 
4

1 10
2.525 0 0.002 0.100

0 2.525 0 0.100 0.002
0 1.795 0 0 0.003

0.002 0.100 0 0.077 0
0.100 0.

0 0 0 0
0 0 0

0 0 0
0

0 0 0002 0 0 0.077
0 0.000 3 0 00

K

 

 

 

= ×
⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎜ ⎟−
⎜ ⎟

−⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠

 

索力 

( )= 29.248 29.325 29.354 29.425 29.405 29.323 NΤT

刚度矩阵 
 K2=

86.742 0.006 0.037 0.014 7.495 0.004
0.006 86.747 0.007 7.485 0.013 0.011
0.244 0.039 46.754 0.003 0.018 0.223
0.116 18.512 0.002 15.330 0.104 0.016

18.494 0.107 0.011 0.11 15.305 0.005
0.004 0.011 0.027 0.019 0 15.13

− − − − −
− − − − −

−
−

− − − −
− − 6

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

系统刚度矩阵 
K= 410 ×  

2.516 0 0 0.002 0.099 0
0 2.516 0 0.099 0.002 0
0 0 1.799 0 0 0.003

0.002 0.098 0 0.079 0 0
0.098 0.002 0 0 0.079 0

0 0 0.003 0 0 0.002

⎛ ⎞
⎜ ⎟

−⎜ ⎟
⎜ ⎟−
⎜

−
−

⎟
−⎜ ⎟

⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟

−⎝ ⎠

−
−

−
−

 

图 5 为馈源舱绕 x、y 和 z 轴的转动刚度试验数

据
[14]

。试验中分别施加了 5 组力矩，以计算得到的

刚度平均值作为转动刚度。为了验证解析方法的正

确性，将计算结果与试验结果进行对比分析，如下

表。对于馈源舱绕 x、y 轴的转动刚度，试验结果和

理论分析值能基本吻合，但也存在一定的误差。对

于绕 z 轴的转动刚度误差较大，主要是由于试验加

载过程中扭转角度过大(不小于 7°)势必改变柔索

的拉力 T 和结构矩阵 J，进而影响刚度矩阵 K，导

致测量值失真。同时，模型的加工误差以及索力传

感器等测量仪器的零漂也对试验数据有影响。 

0

0

0

0
0

0
0
0
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图 5  馈源舱的转动刚度试验数据 

    表  转动刚度的数值计算与试验结果   N·m·rad–1 

 x 轴转动刚度 kφφ y 轴转动刚度 kθθ z 轴转动刚度 kψψ 

计算值 748 748 15 

试验值 715.6 755.9 21.1 

相对误差 4.53% –1.05% –28.90% 
 
为了解决馈源舱绕 z 轴转动刚度误差较大的问

题，在原 6 索结构基础上可以采用被动
[16]

和主动   
方法

[15]
。前者通过增加被动下拉索—吊重子系统实

现，使抗扭转静载试验的刚度明显增强。后者通过

增加冗余驱动索实现，利用内力系数 λ 改变柔索之

间相互作用内力，主动地调节刚度 K2 和系统整体刚

度 K，从而达到提高扭转刚度的目的。采用主动方

法，由此构成 8 根索驱动的 6 自由度冗余约束定位

机构。增加的柔索与索塔及馈源舱连接点的位置矢

量
oA7=(–2.266 –1.057 0.600)T m，

oA8=(2.266 1.057 
0.600)T m，

o'B7=(–0.014 –0.006 0)T m，
oB8=(0.014 

0.006 0)T m。当馈源舱处于相同位姿时，通过文中

方法求得不同内力系数 λ对应的刚度矩阵，见上表。

结果显示，馈源舱绕 z 轴的扭转刚度随着内力系数

的变化明显地改善，该构型的平动刚度性能优于扭

转刚度。当 λ取值不同时，变化的索力 T 对刚度 K1

影响较小，K1 主要取决于机构的结构参数和馈源舱

的位姿，刚度 K2 与索力 T 密切相关，变化较大。

由此可见，通过内力系数 λ 改变柔索之间相互抵制

消耗的内力，可以主动地调节刚度 K2 和系统整体刚

度 K。 
通过以上分析表明： ① 末端执行器在广义外

力作用下的微分运动会所引起结构矩阵的变化，结

构矩阵的变分表达为三维 Hessian 矩阵和位姿变分

的乘积；② 绳牵引并联机器人的系统刚度由两部分

组成，其中一部分主要取决于绳的几何布置、末端

执行器的位姿、驱动支链的物理刚度；另一部分表

达为结构矩阵相对末端位姿的变分-Hessian 矩阵与

绳拉力矢量的乘积；③ 对于欠约束定位机构，绳拉

力解算确定唯一，机器人系统刚度只能依赖于外载

荷的变化而被动改变。对于完全和冗余约束定位机

构，由于其闭链冗余驱动的结构特点，绳拉力由平

衡外载荷的特殊解和结构矩阵零空间基底线性组合

而成的齐次解构成，齐次解为牵引绳之间相互平衡

的内力，满足矢量封闭原理。针对这一特性，通过

内力系数 λ 动态地调整绳拉力的大小，进而主动地

调节绳牵引并联机器人末端的刚度，实现机构的变

刚度。通过对增加下拉索的 FAST 5 m 缩尺模型进

行计算仿真，说明了牵引绳根数的增加对提高系统

刚度的显著作用，阐明了内力系数对冗余驱动绳牵

引并联机器人系统刚度的影响规律。 
当内力系数 ( )T5 5 5 5 5 5 5 5=λ 时，8 根

索驱动的 6 自由度冗余约束定位机构的刚度矩阵 

K1= 4

4.547 0.943 0 0.001 0.104 0
0.943 2.964 0 0.100 0.004 0

0 0 1.852 0 0 0.003
10

0 0.100 0 0.077 0 0
0.104 0.004 0 0 0.077 0

0 0 0.003 0 0 0

−⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎜ ⎟−

× ⎜ ⎟
−⎜ ⎟

⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟−

−
−

⎝

−

−

⎠

−
 

拉力 

 (5.405 50.213 5.374 50.199 5.425 50.163=T  

 8.690 8.697)Τ N 

刚度矩阵 

 K2=
94.290 2.600 0.002 0.004 0.975 0.003
2.600 89.941 0 0.985 0.009 0.001
0.038 0.030 49.299 0.013 0.002 0.041
0.488 16.266 0.001 15.368 0.083 0.002

15.407 0.529 0 0.123 15.537 0.005
0.003 0.001 0.005 0.001 0.008 24.397

− −⎛
⎜ − − − −⎜
⎜ − − −
− −
− − −

−⎝

⎞
⎟
⎟
⎟

⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟

⎠

 

系统刚度矩阵 

 K=

4

4.538 0.943 0 0.001 0.104 0
0.943 2.955 0 0.100 0.004 0

0 0 1.857 0 0 0.003
10

0.001 0.099 0 0.079 0 0
0.102 0.004 0 0 0.079 0

0 0 0.003 0 0 0.002

−⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎜ ⎟−

× ⎜ ⎟
− −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠

 

当 ( )T30 30 30 30 30 30 30 30λ = 时，8 根

索驱动的 6 自由度冗余约束定位机构的刚度矩阵 
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 K1=

4

4.552 0.945 0 0.001 0.104 0
0.945 2.966 0 0.100 0.004 0

0 0 1.853 0 0 0.003
10

0.001 0.100 0 0.077 0 0
0.104 0.004 0 0 0.077 0

0 0 0.003 0 0 0

−⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎜ ⎟−

× ⎜ ⎟
− −⎜ ⎟

⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠

 

拉力 
T= 

(10.325 57.120 10.248 57.107 10.327 57.035 3  

)69.219 69.211 Τ N 

刚度矩阵 
K2=

198.510 20.628 0.001 0.043 0.259 0.005
20.628 163.905 0.002 0.178 0.053 0.002
0.055 0.003 105.667 0.021 0.011 0.078
4.042 18.269 0.002 18.803 0.760 0.003

11.412 4.120 0 0.836 20.136 0.008
0.005 0.002 0.010 0.007 0.013 29

− − − −
− − − −

−
− −
− − −

− .661

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

系统刚度矩阵 
K= 

4

4.532 0.943 0 0.007 0.104 0
0.943 2.949 0 0.100 0.004 0

0 0 1.863 0 0 0.003
10

0.001 0.099 0 0.079 0 0
0.103 0.004 0 0 0.079 0

0 0 0.003 0 0 0.003

−⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎜ ⎟−

×⎜ ⎟
− −⎜ ⎟

⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠

 

4  结论 

(1) 基于微分变换和线几何理论，建立了欠约

束、完全和冗余约束绳牵引并联机器人的刚度模型，

推导了刚度矩阵的数学表达式。模型不仅考虑了驱

动单元、绳的弹性变形对机构刚度的影响，而且考

虑了机构在广义外力作用下由末端执行器微分运动

所引起的结构矩阵的变化。 
(2) 模型建立了绳牵引并联机器人刚度与包括

末端执行器位姿、牵引绳根数、绳与末端执行器、

机架的铰接点分布等构型参数以及绳拉力之间的显

式联系，还原了刚度的非线性映射。 
(3) 为了解决结构矩阵对末端位姿的变分-三

维 Hessian 矩阵显式表达的困难，利用线几何理论，

引入各牵引绳单位矢量在全局坐标系下的 3 个方向

余弦作为过渡变量，变直接求导为分步求导，化解

推导难度，得到 Hessian 矩阵的表达式。对于完全

和冗余约束绳牵引并联机器人，通过机架的静力平

衡方程和通过末端执行器的静力平衡方程求解

Hessian 矩阵的方法是等效的。 
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