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摘要：多于三维空间的动态设计问题是机械设计的难题，原因是对多维空间没有恰当的认识方法和分析方法，因

此，动态设计需要更抽象、更全面的分析方法。泛函空间理论是成熟的多维空间数学理论，是多维空间分析和表

达的有力工具。用泛函处理动态设计问题，如多变量系统的描述，关系建模和优化处理等。物理意义完全不同的

变量系统可能具有相同的范函结构，便于简化复杂问题的抽象和分析；设计内容是根据物理本质建模和对模型的

分析计算，而不是传统的几何分析；设计方法不是类比，而是精确计算；设计结果是系统范函最优解。离心调速

系统是一个典型的机械动力系统，根据动态要求，建立和求解该系统的能量泛函，完成系统的机械结构设计。实

例表明：泛函设计方法是可行的、数字化的动态设计方法。 
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0  前言* 

随着科学技术的发展，机械设计的主要任务是

对多变量系统的动态设计。多变量动态空间是多于

三维的空间，至少是包括时间的四维空间，没有直

观几何意义。动态设计的任务主要是对超三维空间

的表达和分析。现在的机械设计基本上处于类比设

计和静态设计阶段[1-2]，缺乏认识多维空间的科学方

法，对动态空间的描述和分析是困难的。困难在于

不能在机械结构设计中同时表达和研究以下问题：

机械传动系统的运动位置和运动性能的展示，机构

运动弹性动力特性，空间的分时占用，空间相遇和

运动物体的捕捉，不同运动参数对机构力学性能和

运动性能的影响，高速机构的结构与动态强度问题

等。这些问题涉及位置、切线、法线、时间、速度

和加速度，归结起来是同时研究函数及其导数的   
问题。 
泛函空间理论是多维空间描述和分析的数学

理论，泛函分析建立了三维空间与无穷空间的联系。

通常三维空间中的几何直观，数学方法成熟，有助

于理解在高维空间，甚至无穷维空间中出现的概念

和公式[3-4]。 
用泛函空间理论分析机械设计的多维空间的

描述、表达和整体优化等动态设计问题，以便机械

设计从几何类比设计向精确计算设计转化，从三维

空间向多维空间过渡，改变设计方法，增加设计内
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容，扩展机械设计的深度和广度。 

1  N维设计空间的泛函问题 

1.1  设计空间的扩展和组成 
机械设计的发展已从静态设计走向动态设计，

从三维空间面向多维空间，从机械专业面向机、电、

磁、液和光等多专业融合，从类比设计走向精确设

计，从顺序设计转向并行设计，从专注结构设计到

关注产品生命过程，机械设计的不断发展将使设计

空间的维度和容量不断扩张。 

结构参数和表达物理过程的函数或微分方程

组是形成总体性能的基础。结构参数或函数序列组

成机械设计的多维空间。设计空间变量一般用矢量

表示，形式为 

[ ]T
1 2, , , nx x x= ⋯X  

子空间是具有相同特性的参数集合。设计空间

可根据以下功能划分子空间：几何形体、形状约束、

几何要素；公差、表面技术要求；静力学性能；运

动学性能；动力学性能；工艺性能；与几何拓扑相

关的其他性能等。这些性能用函数及导数来表示，

如：轮廓曲线设计要考虑曲线函数和导数，希望具

有 n阶连续导数，以保证轮廓的光滑性；机械运动
设计希望运动方程具有三阶以上连续偏导数，以保

证运动的平稳性。 
1.2  设计空间泛函问题 
泛函比高等数学、线性代数更抽象、更综合，

研究不同函数组成的空间，用抽象算子分析函数空

间的性质和变化趋势。通常的泛函问题是：多维函
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数空间的描述和分析；根据要求在函数群体中选择

一组最优函数。 
机械设计过程是：根据预先给定的系统某些动

态特性，选择描述参数，推导符合设计条件的函数

解，选择一组最优函数，如轮廓函数、运动函数和

强度函数等，以满足期望准则。例如：振动频率在

一定范围内挠度最小、质量最轻的设计，这是动力

学的逆问题，即预先给定系统的频率、应力、应变

和位移条件来确定机械系统的材料特性和几何特

性，这是求解设计泛函极值的问题。动态设计问题

是泛函问题：描述和分析机械设计的多维空间，求

解设计泛函极值。 
动态设计的泛函问题一：同时研究 N维变量，
要建立能度量 N维变量的空间。 
动态设计的泛函问题二：同时研究变量及其变

化率。要解决的关键问题是建立能同时度量函数及

其 N阶导数的泛函空间。 
动态设计的泛函问题三：选择符合动态条件的最

优函数解，要选择恰当的算子，求解设计泛函极值。 

2  泛函对 N维设计空间度量和简化 

2.1  设计空间描述 
传统的机械设计空间是三维 Euclid 空间，用距
离或角度来度量，可以引入连续、极限来分析。对

多维空间，如多维线性空间，一般地说，没有度量，

只有引进范数，使之成为一个赋范空间。用范数来

度量，才能相应的引入开集、闭集、收敛和连续的

概念。 为了解决动态设计的泛函问题一，应该定义
一个赋范空间。 
定义 设 X是数域 K(实数域R或复数域 C)上 
的矢量空间，若对每个 x ∈ X ，指定了一个实数 x ，

称为 x的范数，它满足以下范数公理 
(1) 齐次性： α α=x x  

(2) 三角不等式： + ≥ +x y x y  

(3) 正定性： 0    0 0x x x≥ = ⇔ =  
以上 x， y∈ X ，α ∈ K则称 X为 K上的赋范

矢量空间，简称为赋范空间；当必须明确指出范数
时写作(X，   • )。若 K=R (或 C)，则称 K上的赋

范空间为实(或复)赋范空间。 
范数的定义方式是多种多样的。可根据物理意

义定义范数，三维空间距离、运动位移、速度和加

速度可以分别定义为范数，也可以组合在一起定义

为范数。对同样的函数可以赋予不同的范数。如： 
C[a，b]是定义在[a，b]上的所有连续可导函数，构
成的线性空间 X，对于每一个 x ∈ X 赋予范数 

max ( )
≤ ≤

=
a t b

x x t  

或    max ( ) max ( )
a t b a t b

x x t x t
≤ ≤ ≤ ≤

= + &  

或    ( )d t
b

a
x x t= ∫  

都可以成为赋范空间。N维 Euclid 空间规定距离为
范数 

1
22

1

n

i
i

x ξ
=

 
=  

 
∑  

N维 Euclid 空间也是一个赋范空间。  
范数是多维空间的度量，范数定义方式是人为

的，其物理意义千差万别。有些范数代表的物理意

义用三维空间概念是无法理解的。多维空间所能表

达的物理意义比三维空间更加丰富多彩。范数可以

同时度量 N个变量，这使系统的、全面的、同时描
述和分析众多设计空间变量成为可能。 
2.2  泛函对 N维设计空间的简化 
泛函分析具有高度的综合性和抽象性，不关注

函数的具体结构和物理意义，关注函数体系和函数

的共性。用泛函分析机械设计空间，使得几何、静

力学、运动学和动力学设计函数具有同一的泛函  
结构。 
由于范数定义的多样性，使得研究问题的方式

具有综合性、灵活性。以距离为范数的赋范空间是

传统的几何空间，以位移、速度和加速度的线性组

合为范数的赋范空间，可以方便地直观表现运动形

式之间的差异。以轮廓曲线的函数和 N阶导数的线
性组合为范数的赋范空间可以方便地表示曲线的光

顺和加工连续性等。 
定义  对任给 ( )mCu t∈ ，规定范数 

,

ppa
m p p

a m

u u
≤

 
= ∂  

 
∑

1

 

,
{ ( ) : }m

m p
S u C t u= ∈ < ∞ 是一个赋范空间，其完备

化是一个 Banach空间，称之为 Sobolev空间。 
定义 Sobolev 空间可以解决动态设计的泛函问
题二，即同时研究变量及其变化率的问题。虽然范

数║u║m,p相等的两个函数并不一定相同，但是相同

函数的范数一定相等，因此，可以辅助其他条件，

利用范数研究函数。位置空间、运动空间和能量空

间都涉及函数及其导数，有关运动的 Sobolev空间：
设运动空间由位移、速度、加速度和加加速度等 

组成，分别用 u， ′u ， ′′u ， ′′′u 表示， ( )∈ mu C t 规定

范数 
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( )2 2 22
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1

,

1
2 2 2 2 2d d d d

ppa
m p p

a m

u u

u t u t u t u t
ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ

≤

 
= ∂ =  

 

′ ′′ ′′′+ + +

∑

∫ ∫ ∫ ∫

 

║u║m,p范数可以同时度量 u， ′u ， ′′u ， ′′′u 四个变
量。动力学空间变量：u， ′u ， ′′u ， ′′mu ，其中 m 为
质量，轮廓曲线空间变量： ( )C t0 ， ( )C t1 ， ( )C t2 ，⋯，

( )nC t 都可用类似的方法定义范数，在形式上都一

样，都是 Sobolev空间。 
把参数和参数的导数合并定义范数的 Sobolev
空间，以统一的范函结构包含了动态设计的主要内

容。这种高度抽象综合的结构，使得机械设计空间

的分析更简单、更全面。 

3  泛函分析动态设计实例 

无论是把多种参数统一规定为范数或独立定

义范数，直接用范数来分析泛函问题是离散的、繁

琐的。如果直接用微积分分析，因为微积分只能研

究一个函数，对于函数空间来说也是离散的、繁琐

的。泛函的各种算子是分析泛函的有效手段。 
泛函优化有效的理论方法是微分学方法的扩

充：Gateaux 微分相当于变分学的变分，或微分学
的方向导数；Fréchet微分相当于微分学的梯度或全
微分或梯度。利用 Gateaux微分和 Fréchet微分可以
方便地求解线性空间泛函极值，可以方便地得到局

部极值的必要条件。若 X是一线性空间，f是 X上的
实值泛函，并且Gateaux可微，或 Fréchet可微，则 f
在 0x ∈ X 取得极值的必要条件是，对于所有的h∈X，
有 ( ; ) 0f x hδ = 。即可以通过求变分的方法求解泛函极

值。这是分析计算最常用、最简捷的办法。  
就目前来看，动态设计主要解决运动学和动力

学问题，如振动频率、周期、惯性力等，所涉及的

理论主要是分析力学。分析力学的主要理论是根据

泛函极值的必要条件推导出来的，如哈密顿原理、

拉格朗日方程等。哈密顿原理研究由广义位移及其

导数、时间等组成的能量泛函：如果约束是理想、

完整的，且主动力是保守力，真实地运动是使泛函 

( ) ( ) ( ) ( )1 1

2 2
, , d , , , d

t t

t t
S q L q q t t T q q t V q t t′ ′= = −  ∫ ∫  

取极值的那个运动。如果是泛函 S(q)取极值的函数
存在且唯一，根据泛函微分理论，等价于泛函极值
的必要条件 ( ; ) 0δ aL q h = 即 

d
0

d a a

L L
t q q

 ∂ ∂
− = ′∂ ∂ 

 

此式称为拉格朗日方程式[5-6]，求解此式，只需求偏

微分或微分，使泛函极值的求解简单易行。 
例：设计如图所示的离心调速器，质量为 M 的
滑块 C 可沿着竖直轴滑动，整个系统可绕该轴转  
动，A 点固定，B、D 处铰接并各置质量为 m 的质
点。要求：系统到达稳定转速 ? 时，振动周期为 T。
确定杆长 a。 

 

图  离心调速器振动周期设计 

(1)写出拉氏方程。面 ABCD与 x轴的交角为φ ，
θ = ∠DAC，自由度 F=2 ，选θ ，φ 为广义坐标，

约束是理想、稳定的。质点 m的直角坐标 
sin cos
sin cos
cos

x a  ? f
y a
z a ?

θ θ
= =

 =
 

拉格朗日函数 

( ) ( )

( )

2 2

22

, , , 2 sin
2

4 sin 2 cos 2 cos
2

m
L ? f ? f a? af ?

M a ? ? mga ? Mga ?

 ′ ′ ′ ′= + + 

 ′ + + 

 

求偏微商 

2 2 2

( , , )

(2 4 ) cos (2 2 ) sin

L ? f ? f
?

mf M? a ? m M ga θ

∂ ′ ′ =
∂

 ′ ′+ − + 

 

求偏微商，化简 
2 2 2( , , ) 2 4 sinL ? f ? f ma ? Ma ? ?

?
∂ ′ ′ ′ ′= +

′∂
 

拉格朗日方程 

2 2 2

2 2 2

d
(2 4 sin )

d
(2 4 ) cos (2 2 ) sin

ma ? Ma ? ?
t

mf M? a ? m M ga ?

′ ′+ =

 ′ ′+ − + 
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即    ( )
( ) ( )

2

2 2

2 sin

2 cos sin

m M ? ?

g
mf M? ? m+M ?

a

′′+ =

 ′ ′− −  

 

(2) 求相对平衡的条件及微振动的周期，已知
系统以匀角速度ω 绕竖直轴转动，φ ω′ = ，在平衡

位置 

2 cos ( ) 0
g

m m M
a

ω θ − + =  
 

化简得 

2 22 sin cos ( ) sin
g

m M? ? m? ? m M ?
a

 ′+ = − +  
 

在平衡位置 

2cos ( )s
gm? m M
a

θ = +  

解出角度 sθ ，并把 sθ 代入拉格朗日方程得到 
2 2( 2 sin ) (cos cos ) sinsm M ? m? ? ?θ θ ′′+ = −   

利用公式 

cos cos 2sin sin
2 2

s s
s

? ?θ θ
θ θ

+ −   − = −    
   

 

定义 sf θ θ= − ，取微振动近似：
2

s
s

? θ
θ

+
= ，则 

cos cos 2sin sin sin
2s s s
f? fθ θ θ− = − = −  

定义取微振动近似 
2 2( 2 sin ) ( sin ) sins s sm M f m? fθ θ θ ′′+ = −   

2 2

2

sin
2 sin

s

s

m?
f f

m M
θ
θ

−
′′ =

+
 

2 2
2

2

sin
2 sin

s

s

m?
m M

θ
Ω

θ
=

+
 

微振动频率 

2

2

sin

1 2 sin

s

s

?
M
m

θ
Ω

θ
=

+
 

在平衡位置上附近的微振动周期 

2

2

1 2 sin2 2
sin

s

s

M
mT

O ?

θ

θ

+π π
= =  

解出 
1

2 2

sin
2ps
? T M

m
θ

−
  = −     

 

设定：   0.6T =  s, 3M m = , 110 s?  −= π⋅ , 

解得 

sin sθ = 0.408 2  240949s .θ = o  
由平衡位置上的角度 sθ  

2 cos ( )s
gm m M
a

ω θ = +  

解得 

2

1
0 0 4 3 5

cos s

M
g

ma .  
? θ

 + 
 = = m 

由以上动态设计的简单范例可知：根据微振动

周期 T的表达式可以设计出符合动力学要求的离心
调速器结构。设计步骤是：根据给定系统物理特性，

选择运动参数来描述，建立泛函规律，推导出符合

设计条件的函数解。这与传统设计不同，不再局限

于尺寸参数或三维空间，直接面对系统的物理本质，

灵活地选择参数，建立泛函规律，用求解泛函规律

的方法设计。 

4  结论 

用泛函理论描述机械设计多维空间，选用参数

不再是几何尺寸，描述对象不再是几何形体，表达

方式不再局限于三维图形。而是直接对系统物理本

质建模，用多种方式表达，同时表达不同类型的参

数；设计手段不再局限于三维图形的编排，可以用

子空间理论分析和比较不同设计领域的参数。利用

范数可以讨论设计函数的 Banach 空间的收敛和极
限问题。利用 Hilbert空间讨论最优化问题，利用微
分算子求解动态空间函数、导函数及参数的最优解。

总之，泛函理论可以解决动态设计的难题，可以对

动态设计起到推进作用。 
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NORM FUNCTIONAL 

MULTIDIMENSIONAL SPACE  
THEORY USED FOR DYNAMIC 

MECHANICAL DESIGN 
 

JIANG Yongmin  XU Mingheng 
(Department of Mechanical Engineering, Southwest 

Jiaotong University, Chengdu 610031) 
 

Abstract：A dynamic design method using functional analysis is 

described. Lacking of proper realization and analyses  method，it 

is difficult to deal with dynamic design problem in more than 

three-dimensional space. Therefore, more abstractive and 

comprehensive design method is needed to solve the problem. 

Functional analysis theory is a mature hyperspace mathematics 

theory. It is a potent  tool for multidimensional space analysis and 

expression. It can be used to solve the dynamic design problem 

such as multivariate system description, relation model 

establishment, optimization treatment etc. The variables which 

have dissimilar physics signification may have similar norm 

functional expression, so it is benefit  for the simplification and 

abstract  of complicated question. The content of design is to 

establish the model and to analyse the model. The way of design 

is rigorous calculation rather than geometric analogy , the result of 

design is optimal solution of system functional. Centrifugal 

velocity modulation system is a typical mechanical dynamical 

system. According to the dynamic requirement，the energy  norm 

function of the system has been built-up and calculated. In this 

way, the mechanical structure design be worked out. The results 

demonstrate that  this design method is feasible and accurate 

digitizing dynamic design methods.  

Key words：Multidimensional space  Path planning  

Dynamic design  Norm functional space 
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