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摘要：提出采用正交球面波源边界点法作为声学灵敏度算法，计算空间任意点的声学量关于设计变量的灵敏度，

克服基于边界元的声灵敏度分析中所固有的各阶奇异积分和非唯一性问题，降低数值处理难度和工作量。提出近

场声全息与声学灵敏度的组合分析方法，利用声全息重建出表面法向振速及其导数，然后再进行灵敏度分析，解

决表面声学量获取困难的问题。数值仿真的结果充分证明该声学灵敏度分析方法的正确性和可行性。 
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0  前言* 

随着科学技术的不断发展和人们对自身生存环

境的日益关注，噪声的大小已成为评价产品性能优

劣的一项重要指标。噪声控制与产品的声学优化设

计在工程领域也日益受到重视，在汽车、航空航天、

潜艇等领域有着广泛的需求。 
解决产品噪声辐射问题的根本途径是主动控制

噪声源的声辐射，而通过对声源表面参数(几何参

数，物理属性)进行优化，使噪声辐射达到最小是控

制噪声源声辐射的一种重要方法。但如何对产品结

构几何参数和材料的物理属性进行修改，以达到预

期的噪声水平，是需要研究的一个关键问题。进行

低噪声设计仅仅以依靠经验是远远不够的，也不可

靠，必须对辐射体进行量化的声学设计灵敏度分析，

所谓设计灵敏度指的是：因辐射体的物理或几何参

数变化而引起的空间声场中的声学量的变化率，它

为设计提供了优化方向和量化依据。 
现有的声灵敏度计算方法主要是基于有限元和

边界元法，如 KANE 等[1]提出的两维形状设计灵敏

度，是采用两维的等参单元曲线求解 Helmholtz 方

程，再对数值方程中的形状变量作微分得到。KOO
等[2-3]提出了基于边界积分方程的声形状灵敏度，采

用对积分方程两边求导的方式，获得解析的灵敏度

计算公式，相对于有限差分法具有更高的精度，同

时文中包含一维传播波及其导数的恒等式来正则化

复杂形状物体的声灵敏计算过程。NAM 等[4]提出了

结构—声学耦合灵敏度分析，用频率响应分析来获

得结构的动力学行为，用边界元方法计算声场。还
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有的耦合分析采用有限元计算结构灵敏度，采用边

界元计算声灵敏度[5]。 
然而不论是边界积分方程法还是边界元法，在

声灵敏度计算过程中，不可避免地要处理边界积分

中的各阶奇异积分；同时还要对设计参数求导，使

得奇异积分的处理更加困难，不利于应用于工程实

际。本文提出采用正交球面波源边界点法[6-7]作为声

学灵敏度计算方法，从而避开了边界元法中系数矩

阵的直接计算和具体插值，也不用数值求积和处理

奇异积分，降低了数值处理难度和工作量；并且文

中将声灵敏度分析与近场声全息联系起来，使声灵

敏度分析的实现过程变得更加容易。对几个典型声

源的数值仿真验证了上述方法的可行性和正确性。 

1  正交球面波源边界点法 

对于在理想介质中由微小扰动形成的时谐声

场，其在无限域中引起的外部声辐射问题可以由边

界 Helmholtz 积分方程的离散形式描述为 

 s s s sn=A p B v  (1) 
 s( ) ( )v nr r=p G v  (2) 
 s( ) ( )v nr r=v H v  (3) 

式中          sp ——振源表面复声压列矢量 

snv  ——振源表面法向振速列矢量 
( )rp , ( )rv  ——空间声场中点 r 处的声压和 

振速 
As, Bs ——系数矩阵 

( )v rG , ( )v rH  ——传递矩阵 
在用边界元法求解上述问题时，As、Bs、 ( )v rG 、

( )v rH 等矩阵须进行数值积分等繁复的求解过程，

同时还伴随着奇异积分、非惟一性等问题，尤其是

奇异积分的处理尤其困难，从而限制了边界元的  
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发展。 
当采用分布源边界点法求解上述问题时，对应

的表面法向振速与表面声压之间的传递矩阵
1

s s
−A B ，表面法向振速与声场中任意点 r 处的声压

之间的传递矩阵 ( )v rG 以及表面法向振速与声场中

任意点 r 处的振速之间的传递矩阵 ( )v rH ，可以通 
过 N 个特解源构造的表面法向振速特解矩阵 *

snv 和

表面声压特解矩阵 *
sp 以及场点 r处的N阶声压特解

行矢量 * ( )f rp 和 N 阶表面法向振速特解行矢量

* ( )f rv 间接获取得到，避免了传递矩阵的计算，很 

好地解决了边界元的瓶颈问题。 
该方法的关键就是特解源位置的选取，位置选

取不当会造成矩阵矢量的线性相关，使得矩阵奇异，

引起很大误差。而在用常规的点源、面源或体源作

为特解源时，一般的选取方法是让特解源位于振动

体边界结点背离分析域一定距离处，这个距离只能

根据经验公式选取，使得实际求解过程具有局限性，

而且由于特解源位置与声源的表面参数有关，会使

得下面灵敏度的分析更加复杂。 
但是如果选取不同阶次的正交球面波源作为特

解源，由于其自身的正交性，就不需要刻意寻找特

解源在实际振源内部的位置，而只需在实际振源内

部任意找一点即可，不但克服了局限性，也使得灵

敏度的分析更加容易。 
正交球面波源是由不同阶次的球面谐波函数和

第一类球汉克尔函数构成，其声压和振速的具体表

达式为 

 * (1)( , , , ) ( ) ( , )m
mn n nr h kr Yθ φ ω θ φ=p  (4) 

 
(1)

* d ( )1( , , , ) ( , )
i d

mn
mn n

h kr
r Y

r
θ φ ω θ φ

ωρ
= −v  (5) 

式中，r 为球面波源所处位置与声场中任意点之间

的距离，θ 为 r 与 z 轴正方向之间的夹角，φ 为 r 与 
x 轴正方向之间沿逆时钟方向的夹角； (1) ( )nh kr 为第

一类球面汉克尔函数； ( , )m
nY θ φ 为不同阶次的球面 

谐波函数，它决定了声压在不同角度的辐射属性，

其表达式为 

 (2 1) ( )!( , ) (cos )exp(i )
4π ( )!

m m
n n

n n mY P m
n m

θ φ θ φ+ −
=

+
  

  (6) 
式中，m 和 n 为球面谐波函数的阶数，n = 0, …, ∞,  
m = –n, …, n； (cos )m

nP θ 为连带勒让德函数。 

基于正交球面波源边界点法的表面声压特解矩

阵 *
sp ，表面法向振速特解矩阵 *

snv ，任意场点 r 处

的声压特解行矢量 * ( )f rp 和表面法向振速特解行矢

量 * ( )f rv 可以构造为以下形式 

 * * * *
1 2( ) [ ( ) ( ) ( )]f Jr v r v r v r= "v  (7) 

 * * * *
1 2( ) [ ( ) ( ) ( )]f Jr r r rψ ψ ψ= "p  (8) 

 

* * *
1 s1 2 s1 s1
* * *

* 1 s2 2 s2 s2
s

* * *
1 s 2 s s

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

J

J

N N J N

r r r
r r r

r r r

ψ ψ ψ
ψ ψ ψ

ψ ψ ψ

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

"
"

# # #
"

p  (9) 

 

* * *
1 s1 2 s1 s1
* * *

* 1 s2 2 s2 s2
s

* * *
1 s 2 s s

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

J

J
n

N N J N

v r v r v r
v r v r v r

v r v r v r

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

"
"

# # #
"

v  (10) 

式中， *
s( )j irψ 表示第 j 阶正交球面波源声压 *

mnp 在第 

i 个表面结点处的声压， *
s( )j iv r 表示质点振速 *

mnv 在 

第 i 个表面结点处的表面法向振速分量；其中 j =   
n2 + n + m + 1，n、m 为球面波阶数；J(J ≤ N)为所取

正交球面波的总阶数，可由双面遍历法确定。 
至此，在振源表面法向振速 vns 已知的情况下就

可求得空间声场中任意点 r 处的声压 p(r)和振速

v(r)，其表达式如下 
 * *

s s( ) ( )( )f n nr r +=p p v v  (11) 

 * *
s s( ) ( )( )f n nr r +=v v v v  (12) 

式中
1* * H * * H 1 H

s s s s( ) ( ) ( )n n n n
−+ −⎡ ⎤= =⎣ ⎦v v v v W UΛ ；其中 

1 2
...diag( , , , )nλ λ λ=Λ 为对角矩阵， 1λ ≥ 2λ ≥… 

≥ nλ ≥ 0 为矩阵 *
snv 的奇异值；U ，W 列矢量相互正

交的酉矩阵；上标“+”和“H”分别为广义逆和厄

米特算子。 

2  基于正交球面波边界点的声灵敏度 

空间声场中任意点的声学灵敏度就是指该点的

声学量(声压，振速，声强等)对相关的形状设计变

量 h 的导数，设计变量 h 只与真实声源表面上的声

学参量与位置参量有关。 
要求得声场中任意点的声灵敏度就需知道该点

的声压和振速，即要先解决声辐射问题。现在最通

用的求解声辐射的方法是边界元法，但是基于边界

元的声灵敏度计算中同样继承了边界元的非唯一

性、奇异积分等问题，特别是奇异积分的处理本来

就非常困难，在求灵敏度时还要求导，就会出现更

高阶次的奇异积分，处理过程更加繁琐且计算量  
庞大。 

但是基于正交球面波边界点法的声灵敏度计算

方法很好地解决了这些问题，从式(11)、(12)的表达
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式中可以看出， * ( )f rp 、 * ( )f rv 为正交球面波特解源

在场点 r 处的特解行矢量，由于正交球面波的正交

性，其位置为声源内部任意的一点，与声源无关，

所以 * ( )f rp 、 * ( )f rv 与声源表面的参量无关，而矩阵

*
snv 与表面振速 snv 都与声源表面相关。其中 *

snv 为特

解源产生的振速，有理论公式，可以求出导数的理

论值，所以任意点 r 的声压及振速灵敏度公式可以

通过对式(12)、(13)两边求导得到 

* *( ) [ ( )( ) ]f ns ns
r r

h h
+∂ ∂

=
∂ ∂
p p v v = 

     
*

* *s s
s s

( )
( ) ( )n n

f n nr
h h

+
+⎡ ⎤∂ ∂

+⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦

v v
p v v  (13) 

* *
s s

( ) [ ( )( ) ]f n n
r r

h h
+∂ ∂

=
∂ ∂
v v v v = 

     
*

* *s s
s s

( )
( ) ( )n n

f n nr
h h

+
+⎡ ⎤∂ ∂

+⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦

v v
v v v  (14) 

而声场中的有功声强可以由声压和振速求得为 

 1( ) Re[ ( )  ( )]
2

r r r= iI p v  (15) 

所以声强灵敏度为 

 ( ) 1 ( ) ( )Re ( ) ( )
2

r r rr r
h h h

∂ ∂ ∂⎡ ⎤= +⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎣ ⎦

I p vv p  (16) 

式中， ( )rv 表示振速的共轭，由式(13)、(14)和式(16)

可以看出在表面法向振速及其导数(即边界条件)已
知的情况下，可以通过该式求得声场中任意一点的

声压、振速和声强灵敏度，计算过程中没有类似其

他方法中难以处理的环节，大大降低了数值处理的

难度和工作量。 

3  近场声全息在灵敏度计算中的应用 

在声灵敏度的求解过程中，有一个必要条件就

是表面法向振速及其导数已知，但在实际中除一些

特殊的声源之外，声源辐射的理论解一般都是未知

的，所以表面法向振速只能通过振动传感器进行测

量，或者用有限元等方法进行求解，相应导数的获

取就更加困难，使得该算法还具有一定局限性。 
近场声全息(NAH)是一种非常有效的声源重建

和声场可视化技术，它把测量面移到近场(与源面距

离为波长的几分之一)，测量结果记录了随距离增加

幅值成指数衰减的“倏逝波”成分。在重建过程中，

由于“倏逝波”成分的存在，分辨率不再受瑞利判

据限制，理论上可达到任意高的重建分辨率。同时

近场声全息技术不仅可以重建出声压，可以重建出

振速、声强等矢量，以及远场指向性等声学信息[8-9]。 

利用 NAH 技术在重建声场中的优势，可以通

过全息面声压直接重建出表面法向振速及其导数，

克服了该算法的局限性。声全息方法有很多，依然

采用基于正交球面波边界点法的近场声全息方法。 
首先，设在声场中的全息面上分布 M 个测量

点，M 阶声压列矢量为 hp ，则表面振速与全息面上

声压之间的关系可以描述为 
 sh hv n=p G v  (17) 
式中， hvG 为 M×N 阶的表面法向振速与全息面之间

的传递矩阵。它也可以由全息面上各测点声压特解

矩阵 *
hp (M × J，与式(9)类似)和表面法向振速特解矩

阵 *
snv (N × J)表示出来，其中特解源及其个数等参数

与前一样，则 
 * *

s( )hv h n
+=G p v  (18) 

在 hvG 已知的情况下，由式(17)可以重建出表面

法向振速 
 * *

s s[ ( ) ]n hv h h n h
+ + += =v G p p v p  (19) 

式中 hv
+G 、 *

s( )n
+v 一样通过奇异值分解获得。根据上

述过程，可以得到表面法向振速。 
表面法向振速的导数则不能直接重建出来，因

为式(19)中的 hp 与源面参数有关，而且无法求得

h h∂ ∂p ，所以直接重建不行，但是可以用差分来近

似求得振速的导数，即 

 s s s( d ) ( )
d

n n nh h h
h h

∂ + −
=

∂
v v v

 (20) 

式中， s ( )n hv 为在设计变量为 h 时(即源面)重建的表

面法向振速， s ( d )n h h+v 为在设计变量为 dh h+ 时重

建的表面法向振速。当 h 为声源表面几何量时，振

速导数重建示意图如图 1 所示。 

 

图 1  振速导数重建示意图 

从图 1 中可以看出，此种情况相当于在源面外，

紧邻源面再选一个重建面，重建出其表面法向振速，

即 vns(h + dh)。当 h 为频率等其他因素时，可与上面

采用相同的处理方法。 
由式(19)、(20)及式(13)、(14)、(16)就可以只通

过全息面的测量声压得出任意场点 r 处对设计变量
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h 的声学灵敏度。 

4  数值仿真分析 

算例 1：以振动球的辐射声场为例，求解外辐射

声压关于球半径的声灵敏度。对于半径为 a，径向

表面振速为 vcosθ (θ =0 对应于振动方向)的振动   
球，其在场点 r 处的声压的解析解可以表示为 

3

2 2
j2 (1 j ) exp[ j ( )]( , ) ( cos )
2(1 j ) ( )

f a kr k r ap r v
ka ka r

ρθ θ π − −
= −

− −
 

  (21) 
式中  v ——均匀振速 

c ——声速 
ρ ——空气密度 
f ——声源振动频率 

以球半径 a 为设计变量对式(22)求导，可以得

到声压灵敏度的解析解 

 2
( , ) exp[ j ( )]( cos )p r k r av

a r
θ θ∂ −

= − ×
∂

 

 
2 2 3

2 2
j2π (1 j )[6 6j 3( ) j( ) ]

[2(1 j ) ( ) ]
f a kr ka ka ka

ka ka
ρ − − − +

− −
 

  (22) 

在分析过程中，选取的参数为：振动球表面结

点总数为 42，球源表面结点分布如图 2 所示，声   
速为 341 m/s；空气密度为 1.2 kg/m3；球源半径为

0.5 m；均匀振速为 1 m/s；所有正交球面波特解源

都放在原点；另外，取全息面为 1 m× 1 m 的平面，

平面上均匀的分布着 16× 16 个测量点；全息面的法

向为如图 1 所示的 z 轴方向，其中心与振动球源中

心的距离为 D = 0.6 m，由双面遍历法得 J = 4。 

 

图 2  源表面结点分布图 

首先设分析频率为 1 kHz，分析点选在沿 z 轴

方向从 1 m 到 4 m 之间(即从(0, 0, 1)到(0, 0, 4))，间

隔为 0.05 m，共 61 个点。 
设理论灵敏度为 K，计算灵敏度为 K̂ ，则可以

把误差定义为 

 2 2

1 1

ˆ| | | | 100 %
N N

i i
K K Kη

= =

⎛ ⎞
= − ×⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑ ∑  (23) 

从图 3 可以看出，按式(13)的计算方法，用理

论的表面法向振速计算得到的声压灵敏度与理论解

十分吻合，误差小于 0.1%，而利用近场声全息重建

的表面法向振速(导数为零)计算得到的声压灵敏度

与理论值也非常吻合，误差也小于 0.1%。计算结果

充分说明基于正交球面波源分布源边界点法的近场

声全息和声灵敏度算法具有计算精度高、稳定性好

的优点。 

 

图 3  算例 1 声压灵敏度的计算结果与理论解的比较 
 理论解  + 计算结果 

算例 2：上面仿真的表面振速与半径 a 无关，

所以不管是重建还是用理论值计算，其振速的导数

都为零，为验证用差分代替导数的可行性，将算例

1 进行修改，取表面法向振速为 a2cosθ，其余条件

不变，完全与算例 1 相同，则其声压解析解变为 
3

2
2 2

j2π (1 j ) exp[ j ( )]( , ) ( cos )
2(1 j ) ( )

f a kr k r ap r a
ka ka r
ρθ θ − −

= −
− −

 

  (24) 

以半径 a为设计变量的声压灵敏度的解析解为 
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∂
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  (25) 

采用重建的表面法向振速和用差分近似得到的

振速的导数进行计算，结果如图 4 所示，其中 dh取
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为 1 mm，可以看出与理论解吻合得相当好，误差为

1.667%。如果取 dh =0.1 mm，则误差减为 0.189%。

结果表明，将声全息引进声灵敏度的计算是可行的，

大大减小了计算难度。 

 

图 4  算例 2 声压关于半径灵敏度的计算值与理论解比较 
理论解  + 计算结果 

算例 3：以球体上放置一个圆形活塞声源为例，

求其关于速度变化的声压灵敏度。球体半径 a =  0.5 m；

活塞在球体上占的极角α = 45°；振速 U = 0.01 m/s；
振动频率为 450 Hz，则其表面振速表达式为 

 sn =v
0
U⎧
⎨
⎩

    
[0, ]
( ,π ]

θ α
θ α
∈
∈

 (26) 

空间任意点声压以无穷级数的形式如下 
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空间任意点的声压关于圆形活塞振速的声灵敏

度可以通过对式(25)两边关于设计变量 U 求导得 
到为 
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关于声媒质和声音传播速度的所有参数都与算

例 1 相同，由于声源表面上的振速沿转角θ 方向有

剧烈跳变，为了能反映这一跳变，在图 1 基础上在θ
方向上的结点分布间隔减小为 6 o ，其他不变，总共

234 个结点。场点从(0, 0, 0.6)到(0, 0, 1.5)之间变化，

利用近场声全息直接重建的表面振速及其对U的导

数算得的灵敏度结果如图 5 所示，经过与理论解对

比可以发现吻合很好，其中幅值灵敏度比相位灵敏

度的误差稍大一点，但均不超过 1%。 

 

图 5  算例 3 的声压关于振速灵敏度的计算值与理论解比较 
理论解  + 计算结果 

5  结论 

(1) 基于正交球面波源边界点法的声学灵敏度

算法可以计算出空间任意点的声学量关于设计变量

的灵敏度，克服了基于边界元的声灵敏度分析中所

固有的各阶奇异积分和非唯一性问题，降低了数值

的处理难度和工作量。 
(2) 结合近场声全息技术，采用重建出的表面

法向振速及其导数来进行声学灵敏度分析，只需要

在全息面上测量声压，就能够得到任意场点的声学

灵敏度，大大减小了计算难度。 
(3) 仿真分析进一步说明了该灵敏度计算方法

的正确性，可行性及有效性，还体现出了该方法精

度高，稳定性好等特点。 
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Abstract: The orthogonal spherical wave source boundary 

point is proposed to the acoustic shape sensitivity of any point 

in an acoustic field. In the method, the problems of the 

non-uniqueness and singularity caused by using the boundary 

element method are avoided, and the numerical calculation 

becomes easier. Furthermore, the nearfield acoustic holography 

is used to reconstruct the surface normal velocity and its differ-

ence on the source surface in the acoustic shape sensitivity 

analysis, which avoids the straightforward calculation of those 

acoustic qualities. The numerical simulations on some typical 

sources validate the feasibility and correctness of the proposed 

method. 
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