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摘要：构造退化条件数和容错空间影响因子两个容错性能指标，前者反映了某一故障时刻退化机器人的操作能力，

后者反映了该故障时刻退化机器人相对工作空间的大小，它们可分别用来衡量机器人在故障时刻和故障后的容错

操作能力。基于这两个指标，提出冗余度机器人结构参数的最优设计方法，该方法可以用来确定使机器人具有最

佳容错操作性能的臂长参数。给出平面 3R 和空间 4R 机器人的仿真实例，并就容错操作性能对各臂长的敏感度进

行了分析。研究结果表明，机器人的容错操作性能对不与故障关节相连或只与一个故障关节相连的臂长具有较高

的敏感度，在调节臂长时，应优先考虑这些臂长。另外，与平面机器人不同，空间机器人的这两个容错指标并不

存在着很有规律的对应关系，相互的冲突也不那么明显，这说明使他们同步最优的可能性更大。 
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0  前言* 

在 20 世纪 80 年代末期，MACIEJEWSKI [1]率

先对冗余度机器人的容错操作进行了研究，基本思

想是利用冗余度机械臂“多余”关节的运动去补偿

故障关节的运动，从而保证机器人在发生故障后仍

然能够完成预定的作业任务。与其他容错方案相比，

利用冗余度机器人实现容错操作具有更大的优越

性：在不发生故障时，冗余度机器人具有较高的灵

活性；在发生故障时，它可实现容错操作。锁定故

障关节(主动锁定或被动锁定)是冗余度机器人常采

用的一种容错方案，具有简单、可靠等特点[2-3]。一

般来说，常规的冗余度机器人是针对某一特定的工

作环境和作业任务设计的，当面对变化的工作环境

和作业任务时，它很难保持原有的操作性能[4-5]。为

了使机器人在难以预知的环境中能够高效地完成随

时可能变化的复杂作业，如外星探测和抢险救灾，

人们已开始研究具有适应性强、成本低(便于批量生

产)和维修方便等优点的模块化可重构机器人[6-9]。

由于模块化可重构机器人能够根据不同的作业任务

随时改变自己的结构、形状和自由度，所以它在   
容错操作方面也具有突出的优越性和广泛的应用前

景[10]。例如，可以将移动模块和转动模块间隔配置

组成冗余度机器人，其中移动模块用来调整结构参

数实现变结构，以适应变化的工作环境和作业任务，

而转动模块用来实现机器人的容错操作。这就向人

们提出一个问题：如何根据不同的作业任务确定相
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应的机器人结构参数，使其具有最优容错性能。 
冗余度机器人实现容错的基本要求之一是：故

障关节被锁定时刻和被锁定后，退化机器人仍具有

较高的操作能力和较大的相对工作空间，即容错空

间，并保证作业任务位于该空间之内。本文将围绕

这一问题，对退化机器人的操作能力和容错空间的

评价指标、容错规划算法和机器人结构参数的最优

设计进行具体讨论。 

1  冗余度机器人的容错指标 

1.1  退化雅可比矩阵的条件数 
冗余度机器人在某些关节发生故障并被锁定时

刻的操作能力由其退化雅可比矩阵决定。所谓的退

化雅可比矩阵就是把故障前雅可比矩阵 J 中故障关

节 i 所对应的列除去后所得到的矩阵，可表示为

1 1 1( , , , , , )i i i n− +=J j j j j 。目前，常用基于退化雅

可比矩阵的退化可操作度来评价机器人在该时刻的

容错操作能力 [2] 。由于退化可操作度指标具有长度

单位的相关量纲，其大小与机器人结构参数的绝对

数值有关，所以它只适用于对具有固定结构参数的

机器人在不同位形下容错操作能力的比较。本文将

要对具有可变结构参数机器人的容错操作能力进行

评价，显然，退化可操作度指标是不适用的。根据

SALIBURY 等 [11] 提出的雅可比矩阵条件数，本文提

出一种新量纲指标，它只与退化机器人结构参数的

相对值有关，现称其为退化雅可比矩阵的条件数，

以下简称为退化条件数，并用 ik 表示 
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式中  1iσ , riσ ——关节 i退化雅可比矩阵Ji的最大

和最小奇异值 
显然1 ik≤ < ∞。ki 越小，关节 i 锁定后退化机

器人的操作能力越强，即机器人在故障时刻的操作

能力越强。当 ki =1 时，退化机器人处于各向同性的

位形，具有最高的灵活性。因此退化条件数可以用

来规划冗余度机器人的关节运动，使其在故障时刻

具有较高的容错操作能力。 
1.2  容错空间影响因子 

冗余度机器人在某些关节发生故障并被锁定后

能否较好地继续完成预定的操作任务，从运动学意

义上讲，主要取决于容错空间的大小以及它与操作

任务的相对位置。所谓的容错空间是指当机器人的

某些关节在任何位置发生故障并被锁定后，对应的

各退化机器人工作空间的交集。当机器人执行一项

作业任务时，任意一个关节在任何时刻都可能发生

故障，所以退化机器人结构参数随故障关节及其锁

定位置的不同而变化，从而导致退化机器人的工作

空间也随之变化。为确定容错空间，可以首先对每

一个冗余关节求出其最大和最小工作空间的交集，

然后再对所有关节求出交集，该交集就是机器人相

对这一操作任务的容错空间。综上所述可以看出，

容错空间实际上就是工作空间的一个子集。迄今为

止，已有许多关于工作空间的研究成果[12-13]。LEE
等[14]发现，机器人的工作空间与总臂长之和 3 次方

(平面机器人为 2 次方)的比值只与机器人各臂长的

相对值有关，也就是说，对于相同结构的机器人，

这个比值为常量，其数学表达为 
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式中 W ——工作空间 
il  ——臂长 

r ——结构指数，空间机器人 r = 3；平面机

器人 r = 2 
由式(2)可以看出，C 与机器人的关节运动无关，

C 值越大，机器人臂长对工作空间的贡献越大，也

就是说机器人的相对工作空间越大。 
由于机器人关节在任何位置都有可能发生故障

并被锁定，所以退化机器人的工作空间是时时变化

的。同时，与该工作空间所对应的退化机器人的有

效臂长也是变量。仿照式(2)可以构造一个指标用来

衡量某一故障时刻退化机器人相对工作空间的大

小，现称之为容错空间影响因子。该指标可表示为 
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式中  ( )iW θ  ——关节 i 的退化机器人工作空间 
( )il θ  ——退化机器人的有效臂长 

式(3)中，Wi(θ )和 li(θ )不仅与机器人的结构参

数有关，还与故障关节以及锁定时刻的关节角有关。

Cfti 越大，该退化机器人的相对工作空间越大。 
接下来，讨论 ftiC 与机器人容错操作能力之间

的关系。机器人容错操作能力主要包括故障时刻和

故障后两个方面。① 在整个操作过程中，机器人应

时时保持尽可能小的退化条件数，以保证在锁定故

障关节时刻机器人仍具有良好的操作能力。② 在锁

定故障关节后，机器人应具有尽可能大的容错空间，

并保证作业任务始终位于该容错空间内。由于容错

空间是退化机器人最大和最小工作空间的交集，所

以一般来讲，Cfti 越大，容错空间也就越大。由此可

以看出，Cfti可以用来评价机器人故障后的容错操作

能力。 

2  机器人运动优化算法 

由前面的分析可知，从运动学意义上来讲，冗

余度机器人的容错能力主要取决于退化条件数和容

错空间影响因子的大小，而这两个指标与机器人的

臂长和关节运动密切相关，可以通过对臂长与关节

运动的最优化使机器人获得最佳的容错操作能力。

因此这一最优化问题可以描述为：根据已知的操作

任务，确定机器人的结构参数和关节运动轨迹(设计

变量为机器人臂长和关节转角)，在机器人的退化条

件数极小化的条件下，使机器人的容错空间影响因

子极大化，其数学表达式为 
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式中， ( ) 0X f θ− = 为机器人的位移方程； lP 、 uP 为

机器人末端运动轨迹的内、外边界； lR 、 uR 为机   
器人容错空间的内、外边界； iλ 和 iα 为各关节容错

空间因子和退化雅可比条件数的权系数，t'为运动 
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周期。 
式(4)～(7)是非线性约束最优化问题，本文将利

用约束变尺度法 [15] 对其进行求解。该最优化问题的

求解步骤如下。 
(1) 在最优解的可行域内任选机器人的各臂长，

并计算出具有最小退化条件数的机器人初始位形。 
(2) 在满足机器人末端运动轨迹并使该轨迹始

终位于容错空间内的约束条件下，确定具有最小退

化条件数的关节运动轨迹。 
(3) 计算机器人运动过程中各时刻的容错空间

指标，并确定其最小值。 
(4) 计算使最小容错空间极大化的机器人臂长。 

3  机器人运动仿真算例与分析 

3.1  平面 3R 机器人 
对图 1 所示的平面 3R 机器人，如果只考虑末

端的位置参数，它具有一个冗余度。为了方便起见，

在此只讨论该机器人关节 2、3 的容错操作问题。 

 

图 1  平面 3R 机器人 

首先，由图 1 得到机器人的位移方程，由此推

导出该机器人关节 2、3 的退化雅可比矩阵，然后利

用奇异值分解得到关节 2、3 的退化条件数 k2 和 k3。 
当机器人关节 3 在某一位置发生故障并被锁定

后，退化机器人的有效臂长分别为 l1 和 l'，如图 1
所示。该退化机器人的工作空间与臂长和可分别表

示为 
 2 2

3 1 1 2 3 2 3 3( ) 4 4 2 cos'W l l l l l l lθ θ= π = π + +  (8) 
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2 2
1 2 3 2 3 3

1
( ) 2 cosi

i
l l l l l lθ θ

=
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机器人关节 3 的容错空间为一圆环，其内外边

界分别为 

 ( )l max 1 1 minmax (| |), ( )' 'R l l l l= − −  (10) 

 u min 1
'R l l= +  (11) 

由图 1 可以看出， max
'l 和 min

'l 取决于机器人 2l 、

l3 和关节 3 的转角。 
同理可以得到关节 2 发生故障并被锁定后，退

化机器人的工作空间与臂长和，以及容错空间的内

外边界。 
假设机器人末端作平面圆周运动，其运动轨迹

为 ( )T0.2sin(2 ),  0.2cos(2 )  t t= π πx ，起始点的坐标

为 T(0.5, 0) ，则机器人末端运动轨迹的内外边界分

别为， l 0.3mP = 和 u 0.7 mP = ，所有权系数均取 1，

仿真时间 t = 1.0 s。  
假设关节 2、3 中的任何一个都可能发生故障。

将各关节的容错空间影响因子和退化条件数的加权

和代入式(4)、(5)，将各关节容错空间的交集代入式

(7)后，利用式(4)～(7)的最优化算法，可以得到该机

器人三个臂长的最优值分别为 0.59、0.53 和 0.80，
对应的容错空间影响因子、退化条件数以及关节位

形如图 2、3 所示。由于这两个容错指标均为关节 2、
3 的加权和形式，所以其理想值分别为 6.28 和 2.00。
从这些计算结果可以看出，容错空间影响因子和退

化条件数的“最坏值”分别为 6.16 和 3.98，说明机

器人在故障后和故障时刻均具有良好的容错操作能

力。并且对同一个机器人来讲，容错空间影响因子

和退化条件数这两个指标是相互冲突的，即一个改

善，另一个就恶化。此外，三个臂长的初值会对其

最优值产生一定影响。为了得到更为可行的臂长参

数(如关节速度不能过大等)，可以在可行域内多选

几个不同的初值进行计算，然后将结果相互比较   
并充分考虑两个指标之间的平衡，最终确定出最佳

臂长。 

 

图 2  平面机器人取最优臂长时性能指标 

 

图 3  关节位形 
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3.2  空间 4R 机器人 
对于图 4 的空间 4R 机器人来讲， 如果只考虑

关节 2 的容错问题，其退化机器人的工作空间的体

积与臂长和[15]可分别表示为 

 2 2 2 2 2 2
2 4 t 3 2 2( ) 4 ( ) sinW d d d dθ θ= π + + +  (12) 

4
2 2

t 2 3 2 4 2 2
1

1/ 22
t 2 3 2 1

( ) ( sin sin ) ( cos )

               ( cos cos )             (13)

i
i

l d d d d

d d d

θ θ θ θ

θ θ

=

⎡= + + + +⎣

⎤+ + ⎦

∑

在这里，空间机器人的臂长之和可以理解为其末端

到基坐标系原点的最大距离。将式(12)、(13)代入式

(3)可得到该空间 4R 机器人的容错空间影响因子。 

 

图 4  空间 4R 机器人 

假设该机器人末端起始点的坐标为 T[0,0.1,0.2]  

m，并在 y-z 平面内作圆周运动，其运动轨迹等其他

仿真条件同平面机器人，有关容错空间内外边界 R1

和 Ru 的计算可参见文献[16]。利用式(4)～(7)的最优

化算法求得该机器人 1d 、 2d 、 3d 、 4d 和 td 的最优

值分别为 0.200、0.120、0.420、0.385 和 0.285 m，

对应的容错空间影响因子和退化条件数如图 5 所

示。由此可以看出，空间机器人的这两个容错指标

并不像平面机器人那样存在很有规律的对应关系，

相互的冲突也不那么明显，这说明使它们同步最优

的可能性更大。同时，由于优化变量增多，其取值

范围的设定及初值的选取对优化结果的影响更为突

出，使优化计算更为困难。为解决这一问题，可以

采用下面介绍的敏感度分析方法最大限度地缩小优

化变量的取值范围。另外，无论平面还是空间机器

人，对于确定的操作任务，不同的末端起始点也对

应着不同最优臂长。 

 

图 5  空间机器人取最优臂长时性能指标 

3.3  敏感度分析 
最后，以平面 3R 机器人为例，分三种情况进

行臂长的敏感度分析，一方面可以掌握各优化变量

对容错指标的影响趋势和影响程度，另一方面也有

利于确定各设计变量的取值范围使容错指标达到全

局最优。假设机器人的任意两个臂长为 0.5 m，剩余

的臂长在 0.3～0.8 m 之间变化。 
3.3.1  关节 3 发生故障 

由图 6 可知，当 l1=0.8 m 时，容错空间影响因

子和退化条件数的“最坏值”分别为 3.04 和 1.90，
非常接近它们的理想值 3.14 和 1.00，这说明机器人

在故障后和故障时刻均具有良好的容错操作能力。

当 l1=0.3 m 时，容错空间影响因子和退化条件数的

“最坏值”分别为 2.42 和 5.84，远远劣于它们的理

想值，此时，机器人已基本不具有容错操作能力。

以上结果表明，l1 的变化对容错空间影响因子和退

化条件数有很大影响，当 l1 小于其余臂长时，容错

空间影响因子和退化条件数对其变化的敏感度较

大；而当 l1 超过其余臂长一定程度时，容错空间影

响因子和退化条件数对其变化的敏感度明显下降。

由图 7、8 又可看出，l2和 l3 的变化对容错空间影响

因子和退化条件数几乎没有影响。 

 

图 6  l2=l3=0.5 m 时机器人容错指标 
1．l1=0.3 m  2．l1=0.4 m  3．l1=0.5 m 
4．l1=0.6 m  5．l1=0.7 m  6．l1=0.8 m 
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图 7  l1=l3=0.5 m 时机器人容错指标(l2=0.3～0.8 m) 
 

 

图 8  l1=l2=0.5 m 时机器人容错指标(l3=0.3～0.8 m) 

3.3.2  关节 2 发生故障 
图 9～11 的仿真结果表明，机器人三个臂长的

变化均对容错空间影响因子和退化条件数产生影

响。其中，由图 11 可以看出 l3 最为敏感，当 l3=    
0.8 m 时，容错空间影响因子和退化条件数的“最坏

值”同时达到最优值。而图 9、10 则说明，随着 l1

或 l2 的增加，容错空间影响因子减小，退化条件数

增大，但当超过其余臂长时，这两个指标均不发生

变化，即敏感度几乎为零。 

 

图 9  l2=l3=0.5 m 时机器人容错指标 
1．l1=0.3 m  2．l1=0.4 m  3．l1=0.5 m 

4．l1=0.6～0.8 m  5．l1=0.5～0.8 m 

 

图 10  l1=l3=0.5 m 时机器人容错指标 
1．l2=0.3 m  2．l2=0.4 m  3．l2=0.5 m 

4．l2=0.6～0.8 m  5．l2=0.5～0.8 m 

 

图 11  l1=l2=0.5 m 时机器人容错指标 
1．l3=0.3 m  2．l3=0.4 m  3．l3=0.5 m 
4．l3=0.6 m，5．l3=0.7 m  6．l3=0.8 m 

3.3.3  关节 3 或 2 发生故障 
同时考虑关节 2、3 的容错问题。由图 12、13

可知，l1 或 l3=0.8 m 时，容错空间影响因子和退化

条件数的“最坏值”分别达到最优值，其敏感度的

规律与前两种情况相同。而图 14 的结果表明，随 l2

的增加，容错空间影响因子减小，退化条件数增大。

这说明为了使这两个指标同时趋于最优，应适当增

加 l1 或 l3，而减小 l2。不难看出，前面得到的 3R 机

器人的最优臂长即符合这一规律，从而验证了优化

结果的正确性。 

 

图 12  l2=l3=0.5 m 时机器人容错指标 
1．l1=0.3 m  2．l1=0.4 m  3．l1=0.5 m 
4．l1=0.6 m  5．l1=0.7 m  6．l1=0.8 m 

 

图 13  l1=l2=0.5 m 时机器人容错指标 
1．l3=0.3 m  2．l3=0.4 m  3．l3=0.5 m 
4．l3=0.6 m  5．l3=0.7 m  6．l3=0.8 m 

综上所述，就容错空间影响因子和退化条件数

这两个指标而言，机器人臂长的敏感度与其相连的

故障关节数有关。当只考虑一个关节的容错问题时，

不与故障关节相连的臂长具有较高的敏感度，如情

况(1)中的 l1和情况(2)中的 l3；当考虑两个关节的容 
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图 14  l1=l3=0.5 m 时机器人容错指标 
1．l2=0.3 m  2．l2=0.4 m  3．l2=0.5 m 
4．l2=0.6 m  5．l2=0.7 m  6．l2=0.8 m 

错问题时，只与一个故障关节相连的臂长具有较高

的敏感度，如情况(3)的 l1 和 l3。另外，臂长对这两

个容错指标的对应关系产生一定影响，并不是在所

有情况下，容错空间影响因子的最大值都与退化条

件数的最小值相对应，如图 7、8 所示的情况。 

4  结论 

(1) 机器人的容错操作性能对不与故障关节相

连或只与一个故障关节相连的臂长具有较高的敏感

度，在调节臂长时，应优先考虑这些臂长。 
(2) 与平面机器人不同，空间机器人的这两个

容错指标并不存在着很有规律的对应关系，相互的

冲突也不那么明显，这说明使它们同步最优的可能

性更大。 
(3) 如果将本文的结构综合方法引入到模块化

可重构机器人，利用移动模块进行机器人臂长参数

的调整，则可实现对变化作业任务的容错操作。当

然，面对变化的作业任务，必须在借助机器人的视

觉系统获得作业任务的位置信息后，才能利用该方

法确定出机器人的最佳臂长，并通过模块化机器人

的自重构，调整到该最佳结构。 
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Abstract: Two fault tolerant performance indexes, reduced 

condition number and influence factor of fault tolerant 

workspace are introduced. The former indicates the 

manipulability of a reduced robot at the moment of a failure. 

The latter indicates the relative workspace of the reduced robot 

at this moment. These indexes can quantitatively evaluate the 

fault tolerant ability of a robot at the moment of a failure and 

after the failure respectively. Then based on these indexes an 

optimization method of structural parameters is proposed, 

which can determine the link length with optimal fault tolerance 

for a robot. Finally, simulation examples are demonstrated and 

the sensitivity of fault tolerance of a robot to each link is 

analyzed with a planar 3R and a spatial 4R robot respectively. 

The results show that the fault tolerant ability of a robot is more 

sensitive to the link that is not directly connected with any 

failed joint or is connected with only one failed joint, which 

means that these links should be considered in the first place 

when adjusting link length. In addition, for spatial robots the 

corresponding relation between the two indexes is not as 

regular as planar robots, and the conflict between them is not 

obvious. This implies that it is more possible for spatial robots 

to simultaneously optimize these two indexes.  
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Abstract：Based on the theory of the synergetic theory and 

nonlinear dynamics, the nonlinear model of vehicle-tire system 

and the one-rank Taylor expansion are analyzed, and the 

potential energy function of vehicle steering system is 

constructed. Through the analyse of potential energy function 

surface, the stable region of vehicle cornering system is a limit 

cycle expressed by the body slip angle and the yaw angular 

velocity, and the essential reasons of vehicle losing control is 

explained. Finally, the energy variation tendency of the 

potential energy function is validated by using the Lyapunov 

function. And the correctness and the validity of the potential 

energy function constructed are also proved. 

Key words：Vehicle dynamics  Cornering stability 

Synergetic theory  Vehicle simulation 

Nonlinear dynamics 
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