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摘要：依据齿轮传动载荷与轮齿变形的关系，推导出定载荷条件下，修形直齿轮静态传动误差与齿对综合修形参

数的关系表达式。提出含制造误差修形齿轮修形参数的确定原则：理论设计修形齿轮的最大综合修形量应能消除

含误差齿廓轮齿在啮入和啮出位置产生的几何干涉，理论设计修形齿轮的静态传动误差应保持最小的变化。给出

了含制造误差修形直齿轮修形参数的计算公式，阐述了相应的确定方法。系统动态响应计算表明该方法所获得的

修形齿轮具有良好的减振效果。 
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0  前言* 

已有研究表明[1,2]，齿轮静态传动误差的变化与

齿轮传动的振动和噪声有密切关系，减小齿轮静态

传动误差的变化幅值，是减小齿轮传动动载荷、降

低齿轮振动和系统噪声水平的有效途径。通过齿轮

修形，减小齿轮静态传动误差幅值的变化，实现对

齿轮传动误差的控制，可以达到减小齿轮传动振动

的目的。 
以往研究大多不计修形齿廓误差的影响，研究

方法多是计算多组齿廓修形曲线下的静态传动误

差，或分析比较其静态传动误差的傅里叶频谱幅  
值[2～4]，来选定一组最优修形参数。对于具有工程

应用价值的含误差修形齿廓的研究，有关修形参数

具体数值的报道 [1]差异较大，没有给出一种基于最

大限度地减少静态传动误差变化的直接确定齿廓修

形参数的方法。 
为使问题简化，暂不考虑齿宽方向的变化因素

和温度变化对齿轮修形的影响。 

1  理论分析 

依据弹性力学原理，齿对 i的啮合力可用下式
表示 
 iii kF δvd =  (1) 

式中  
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    ik v — —齿对 i的啮合综合刚度 
   1k , 2k — —齿对 i啮合位置的主、被动齿轮刚度 

iδ — —齿对综合变形，即齿对 i啮合位置主、
被动齿轮变形的和。可见 iδ ≥0 

在齿轮传动系统中，有下式存在[5] 
 x = iδ + mie + tie + y  (2) 

式中  x = 2br θ  

2m1mm iii eee +=  

2t1tt iii eee +=  

x— —齿轮线性传动误差。齿轮传动载荷恒
定时，称为静态传动误差 

eim— —啮合齿对的综合修形量 
eit— —齿对齿廓综合误差 
y— —啮合线方向齿轮中心距变化量 

rb2— —被动齿轮基圆半径 
θ— —齿轮传动误差，即被动齿轮实际转角
滞后于理论转角的数值 

eim1, eim2— —齿对 i 中主、被动齿轮齿廓法向修形
量，规定从理论渐开线齿廓上去除材

料时 eim1、eim2为正值 
eit1, eit1— —主、被动齿轮齿廓法向度量的制造误

差，规定对应啮合点的实际齿廓被包

容于理论齿廓内部时为正值 
对于理论精确的渐开线修形齿轮，eit=0。齿轮
载荷恒定时，y 等于定值。为实现修形齿轮静态传
动误差 x不变的目标，式(2)应等于一常数，即 

 =+ mii eδ c (3) 

即理论渐开线修形齿轮传动在保持齿轮静态传动误

差为定值时，啮合齿对某啮合点处的综合修形量与

该点齿对综合变形值之和应等于某一常数。一般将
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其取为啮合齿对的最大综合变形值。即 
 c = maxδ  (4) 

设恒定设计载荷为 p，齿轮啮合重合度为 ε，k–1
＜ ε＜k，k 为大于 1的正整数。齿对在啮入     或
啮出时刻，渐开线齿轮啮合齿对产生最大综合变形

值 

 

∑
−

=
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v
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在任意啮合时刻，根据式(1)、(3)和式(4)，齿轮
传动在特定的设计载荷 p下，理论渐开线齿轮齿对
综合修形曲线应满足 

 ∑ −=
i

iekP )( mmaxvi δ  (6) 

式中，若 maxδ – mie ＜0时，即表示齿对 i并未接触，

不承担载荷，此情况应取 maxδ – mie =0。 

依据式(6)，可以确定出齿轮静态传动误差为定
值 maxδ 时的齿对综合修形曲线 mie 。显然 mie 的最大

值为 maxδ 。 

根据式(1)和式(2)，含误差的修形直齿轮在定载
荷 p下的静态传动误差 x可由下式决定 

 ∑ −−−=
i

iii yeexkp )( tmv  (7) 

式中，若 yeex ii −−− tm ＜0，应取其值为 0。 

齿对齿廓综合误差 tie 并不总是等于 0。因此修

形齿轮传动的静态传动误差 x 不会为定值。由于修
形齿轮存在基节误差，轮齿在啮入或啮出位置又可

能出现啮合几何干涉(即理论啮合线外接触)。一般
认为轮齿啮合干涉对齿轮传动的振动与噪声影响最

大。因此，设计含误差修形齿轮的修形曲线应遵循
下述原则：理论设计修形齿轮( tie =0)的最大综合修

形量在避免含误差齿廓轮齿在啮入和啮出位置产生

几何干涉的前提下，理论设计修形齿轮的静态传动

误差应保持最小的变化幅值。为此齿对综合修形曲

线应满足下述条件 

 ∑ −= )( mv ii eckp  

              0max cc += δ  (8) 

maxmax δ+=?e  

式中  c0— —依据ε确定的与 maxδ 相比非常小的量。 

若ε＜2，通常取 c0为 0 
∆— —采用理论渐开线齿轮修形曲线后，因
误差因素齿对在啮入或啮出位置可能

出现的最大几何干涉量 

maxe — — mie 的最大值 
在式(8)中，若 miec − ＜0，取 miec − =0。 

当ε＜2时，∆= pb1f + 2pbf ， pb1f ， 2pbf 分别为主、

被动修形齿轮的基节极限偏差。 

2  综合修形曲线的确定方法 

由于齿廓位置及其与之对应的齿廓修形量、误

差和轮齿刚度均可以表示为啮合线位置的函数，因

此啮合齿对的综合修形曲线也可表示为齿对自啮入

至啮出啮合线位置的函数。 
设 Pb为齿轮基节，啮合线上邻近齿对啮入端和
啮出端 b)]1([ Pk −−ε 的长度内，是理论上存在 k 个

齿对同时啮合的区域，分别称为啮合线的啮入区和

啮出区。啮入区和啮出区与啮合线中间区域的两个
邻接点 1P 、 2P (图 1)，则是理论上齿廓啮合最大变

形点的位置，也是不计误差修形齿轮齿廓修形的两

个起始点，而两点之间的齿廓通常不进行修形。 

 
图 1  消除啮入冲击的齿对综合修形曲线 

在确定齿对综合修形曲线时，可先手工设计对

应啮合线啮入区的曲线，然后利用式(6)或式(8)，根
据啮合齿对数 i的变化，计算出对应啮出区的曲线。
由此可见，特定载荷条件下的齿轮副，其齿对综合

修形曲线不是唯一的。  
含误差的修形齿轮，若手工设计对应啮入区位
置的修形曲线为 1H ′ F 1P (图 1)，它满足 maxe  = 
? + maxδ ， 2P 2P′ 2H 是依据式(8)计算所得的啮出区
的曲线，显然它在啮出位置不能满足 maxe 的要求。
为此，啮入区的修形起始点 1P 应向齿对啮入位置移

动至 1P′，如图 2所示。对应手工设计曲线 1H ′ F 1P′计

算得到的曲线为 2P 2P ′ E 2H ，虽然 2P 2P ′ E 2H 仍不能

满足 maxe 的要求，但我们能够对邻近齿对啮出位置

的曲线段进行手工设计，使齿对啮出位置满足

maxe =? + maxδ 。在图 2 中，就是将 2P 2P ′ E 延长至

2H ′。 
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图 2  消除啮入和啮出冲击的齿对综合修形曲线 

图 1、2中齿轮副参数见第 3节，假定负载转矩
为 100  N·m，齿对啮入最大干涉量取为∆=10 µm。 
需要说明地是，在设计载荷下运转的不计误差
的修形齿轮副，修形曲线 mie > maxδ 的齿廓部分并不

参与啮合，因此啮出区的手工设计曲线对齿轮静态
传动误差没有影响。如果两个修形起始点 1P′ 2P′之间

的齿廓区域也按式(8)进行修形，则所得的设计修形
齿轮的静态传动误差会保持不变。 

3  算例 

系统动态响应是衡量齿轮修形减振效果的有效

途径。本节通过单级直齿轮传动系统动态响应的计

算，验证含误差修形齿轮方法的正确性。 

选取单级齿轮传动系统的动力学模型[6]，如图 3
所示。设电动机转速 mθ& =2 000 r/min，设定输出负

载转矩 Tl=100 N·m，齿轮主要参数：模数     m=3 
mm，齿数 1z = 2z =30，齿宽 b=12 mm。齿轮刚度、

系统轴承刚度、传动轴扭转刚度和弯曲刚度按参考

文献[5] 计算。最终计算的齿对最大变形量为 15.96 

µm。假定主、被动齿轮各修形齿廓的制造误差形式

1tie 、 2tie (µm)分别为 
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式中  t——齿轮啮合时间 
由此可初步判断轮齿啮合最大几何干涉量∆略
小于 20 µm。按式(8)齿对最大综合修形量 maxe = 

35.96 µm。 
为比较不同修形曲线的减振效果，设齿轮副分

别采用不同的齿对综合修形曲线，如图 4所示。它

们对应理论设计修形齿轮( tie =0)啮合线位置的静态

传动误差如图 5所示。 

 
图 3  单级齿轮传动的动力学模型 

 
图 4  啮合线位置的齿对综合修形量 

 

图 5  设计修形齿轮的静态传动误差 

不同修形参数下系统动态响应的主要计算结果

见表所示。表中数据对应于齿轮啮合历程 0.03～
0.09 s(主动齿轮旋转两周)的范围。其中 maxφ&& 为被动

齿轮转角加速度绝对值的最大值 
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式中  )(iφ&& — —绝对值最大和较大的齿轮转角加

速度 
i— —计算点序列，i =1～n，n =60 

均方根值 )(φ&&F 越小，表明系统振动程度越小。 
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式中  1A ——线性传动误差 FFT 频谱中对应于轮

齿啮合频率的幅值[2, 4] 
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iA ——频谱中大于或等于对应传动轴旋转频

率的较大幅值 

eA 越小，表明齿轮波动幅值越小，齿轮传动越

平稳。 

表  修形齿轮传动的动态指标 

含误差修形齿轮副  不计误差的修 

形齿轮副 
齿对 

综合 

修形 

曲线 

最大修 
形量 

maxe /µm maxφ&& / 

(rad·s–2) 

)(φ&&F / 

(rad·s–2) Ae/µm  

静态传动误差 

波动范围 

/µm 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

36 

36 

16 

36 

36 

16 

10 878 

18 166 

12 953 

11 244 

18 671 

13 023 

5 709 

5 126 

6 322 

6 415 

5 278 

6 141 

0.272 

0.019 

0.182 

0.347 

0.297 

0.159 

 

18.0 

12.0 

11.4 

12.0 

15.5 

11.5 
 
上表数据表明：齿对最大综合修形量在避免轮

齿啮入和啮出几何干涉后，设计修形齿轮采用具有

最小齿轮静态传动误差幅值变化的齿对综合修形曲

线 2，可获得误差条件下系统最小的动态响应。这
表明，按式(8)确定综合修形曲线的方法是正确的。 

4  结论 

对于定载荷条件下含制造误差的修形直齿轮传

动，作者提出了确定齿廓修形参数应遵循的原则：

理论设计修形齿轮在避免含误差齿廓轮齿在啮入和

啮出位置产生几何干涉的前提下，理论设计修形齿

轮的静态传动误差应保持最小的变化幅值。 
单级齿轮传动系统动态响应计算和试验 [7]表

明，按上述原则确定的含修形误差的直齿轮副，具

有良好的减振效果。 
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TOOTH PROFILE MODIFICATION  

FOR SPUR GEARS WITH 
MANUFACTURING ERROR 

 
Sun Yuehai   Zhang Ce   Ge Nan 

(Tianjin University) 
 

Abstract：Based on the relation between tooth deformation and 

the transmission load of spur gears, an equation is presented for 

the correlation between gear static transmission error and the 

total amount of profile modification of meshing teeth under a 

specific load. To determine the profile modification parameters 

for gears with manufacturing errors, a principle is put forward, 

that is, the maximum profile modification of meshing teeth in 

designing gears should enable the elimination of the meshing 

interference caused by manufacturing errors and the variation 

amount of gear static transmission error should be kept within 

as a narrow range as possible. Furthermore, formula is provided 

for determining the profile modification parameters of meshing 

teeth for spur gears with manufacturing error. Corresponding 

method for determining the parameters is also proposed. 

Numerical simulation of system dynamic response indicates 

that the approach has good effects on vibration reduction of 

gear transmission. 

Key words：Spur gears  Static transmission error 

           Tooth profile modification  Gear transmission 

           Vibration 
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