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摘要：应用轮系的复铰图画表示法与基本回路方法，以 2K-H 轮系为例进行系统化的传动比、传动效率与自锁的

分析，以作为 2K-H 轮系分析与设计的依据。首先，导入复铰运动链图画表示法，以有效地表示 2K-H 轮系；接

着，以此图画表示法与基本回路方法推导在各种运动情况下 2K-H 轮系的传动比与传动效率方程式；最后，讨论

了 2K-H 轮系传动效率与自锁的关系。 
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0  前言* 

轮系，特别是行星轮系，在机械传动系统中的

应用很广泛，其机械效率是评估轮系对能量有效利

用程度的一项重要指标。因此，在轮系分析与设计

过程中，求解其传动比与传动效率，便成为学者专

家研究的主题之一。 
早期有关轮系传动效率的研究，都是以简单的

K-H 轮系(轮系中有一个中心轮及一个行星架)为
主。1982 年 R.J.J.Willis[1]首先提出简单 K-H 轮系的

运动、力矩与传动效率方程式。1990 年 E.Pennestri
与 F.Freudenstein[2]利用图论的基本回路方法，讨论

基本齿轮系的功率流，并提出一种轮系的传动效率

分析方法，但此方法在应用上，需以人为方式判断

功率传递方程式，容易发生错误。1991 年两角宗晴

与岸佐年[3]讨论了 K-H 简单轮系及其各种变异构造

的运动、力矩与传动效率的问题，并列出相应的方

程式。1993 年 K.T.Lam[4]提出复铰图画表示法有效

地表示轮系的运动构造，并发展一种系统化的基本

回路决定方法。综合过去的研究可知[1~9]，应用图论

于轮系运动构造之研究是一种较系统化的理论，可

以协助进行复杂轮系之设计工作。 
2K-H 轮系是行星齿轮传动中一种较为普遍的

类型，很多复杂轮系都是由这种轮系组合叠加而成，

故其运动与传动效率的分析研究一直是行星轮系研

究的重点，图 1 所示为一个 2K-H 轮系的典型构造。
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由于轮系中有两个中心轮及一个行星架，故被命名

为 2K-H 轮系。 

 

图 1  2K-H 轮系的典型构造 

应用轮系的复铰图画表示法与基本回路方法，

对2K-H轮系进行系统化的传动比与传动效率分析，

以作为 2K-H 轮系分析与设计的依据。 

1  2K-H 轮系之传动比 

1.1  轮系之运动图画 
有关齿轮系分析与设计的研究，主要的关键问

题是缺乏一个有效的系统化构造表示方法。根据

K.T.Lam 的研究[4]，轮系的构造可以一复铰运动图

画表示，而轮系与其运动图画间具有一对一的对应

性，故运动图画可以完全表示轮系的拓扑与运动构

造。轮系的图画表示法定义为：轮系中各构件转换

为图画中的点；轮系中单铰回转副转换为图画中的

实线边；轮系中齿轮副转换为图画中的虚线边；轮

系中位于同一回转轴位置的回转副转换为图画中的

接头多边形。如图 1 所示轮系，将构件 1, 2, 3 与 H
分别转换为图画中的点 1, 2, 3 与 H；连接构件 2 与

H 间的回转副转换为图画中连接点 2 与 H 的实线

边；齿轮副 1-2 与 2-3 分别转换为图画中连接点 1
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与 2 及点 2 与 3 的虚线边；连接构件 1, 3 与 H 间的

两个回转副位在同一回转轴位置，为一复铰，故转

换为图画中连接点 1, 3 与 H 的三点复铰多边形，转

换后的运动图画如图 2 所示。 

 

图 2  2K-H 轮系的运动图画 

1.2  2K-H 轮系之运动方程式 
如图 2，由轮系的运动图画可知，轮系有两个

基本回路，分别为 1-2-H 及 2-3-H，两个基本回路的

转换点均为 H。由此，可得对应两基本回路的运动

方程式 
 2 21 1 21 H( 1) 0r rω ω ω− + − =  (1) 
 2 23 3 23 H( 1) 0r rω ω ω− + − =  (2) 

式中， 1
21

2

zr
z

= ± ，
3

23
2

zr
z

= ± ； iz 为齿轮 i 的齿数；

正号为内啮合齿轮副；负号为外啮合齿轮副。将上

二式整理并消去 2ω ，可得 
 21 1 23 3 23 21 H( ) 0r r r rω ω ω− + − =  (3) 

如图 1，在 2K-H 轮系中，选择不同的原动件时，

轮系有两种功率传递况：① 原动件齿轮 1 将功率传

递到行星架 H。② 原动件行星架 H 将功率传递到

齿轮 1。两种情况下齿轮 3 均为固定架构件，实际

上齿轮 1与齿轮 3具有运动对称性。因此，可得 2K-H
轮系的传动比为 

 1
1H

H

1i xω
ω

= = −   

 齿轮 1 将功率传递到行星架 H (4) 

 H
H1

1

1
1

i
x

ω
ω

= =
−

  

 行星架 H 将功率传递到齿轮 1 (5) 

式中， 23

21

r
x

r
= ；显然有 0x ≠ 及 1x ≠ ，考虑图 1 之

2K-H 轮系有 0x > 。同时，可得行星轮 2 的转速   
2ω 为 

 2 23 H(1 )rω ω= −  (6) 

2  2K-H 轮系之传动效率 

2.1  轮系之基本力矩方程式 
对于一个含有一对齿轮 i j− 及一个行星架 k 的

基本轮系，三个构件力矩 iT , jT 与 kT 的平衡方程式

可写成 
 i j k 0T T T+ + =  (7) 

由能量守恒原理可知，基本轮系三个构件的功

率 iP , jP 与 kP 及损耗功率 fP 的总和为零，即 

 i j k f 0P P P P+ + + =  (8a) 

 i i j j k k f 0T T T Pω ω ω+ + + =  (8b) 

式中，损耗功率 fP 是轮系转换为定轴轮系时(将基本

轮系中行星架 k 固定)，由齿轮副啮合所产生的啮合

损耗，即 
 f i i k ij( )(1 )P T ω ω η= − − −  (9) 

 转换定轴轮系时齿轮 i 为原动件  
及 f j j k ij( )(1 )P T ω ω η= − − −  (10) 

 转换定轴轮系时齿轮 j 为原动件  
式中， ijη 为齿轮副 i j− 的定轴啮合效率。将式(9)与

式(10)分别代入式(8)中，可得到 
 i ij ij j 0T r Tη + =   

 转换定轴轮系时齿轮 i 为原动件 (11) 
及 i ij j ij 0T r Tη+ =   

 转换定轴轮系时齿轮 j 为原动件 (12) 
将上面二式写成单一形式 

 i ij j ij 0cT r Tη+ =  (13) 

式中，基本回路系数 j j ksgn[ ( )]c T ω ω= − ； sgn[ ]• 为

符号函数，即[ ] 0• > 时，sgn[ ] 1• = ；否则 sgn[ ] 1• = − 。 
2.2  2K-H 轮系之力矩分析 

根据以上结果，图 1 中 2K-H 轮系基本回路

1-2-H 及 2-3-H 所对的基本力矩方程式组分别为 
 1(1) 2(1) H(1) 0T T T+ + =  (14) 

 1
2(1) 21 1(1) 21 0cT r T η+ =  (15) 

 2(2) 3(2) H(2) 0T T T+ + =  (16) 

 2
2(2) 23 3(2) 23 0cT r T η+ =  (17) 

式中，力矩符号下标括号内数是表示基本回路的编

号； 21η 与 23η 分别为齿轮副1 2− 与 2 3− 的定轴啮合

效率；基本回路系数 1c 与 2c 分别为 

 1 1(1) 1 Hsgn[ ( )]c T ω ω= −  (18) 

 2 3(2) 3 Hsgn[ ( )]c T ω ω= −  (19) 

齿轮 3 为固定构件，齿轮 1 与行星架 H 分别为

输入与输出构件，三个构件力矩 3T , 1T 与 HT 的平衡

方程式为 
 3 1 H 0T T T+ + =  (20) 

轮系内各构件的内力矩平衡，故有 
 1 1(1)T T=  (21) 

 2 2(1) 2(2)0T T T= = +  (22) 
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 3 3(2)T T=  (23) 

 H H(1) H(2)T T T= +  (24) 

由式(15)、式(17)、式(21)与式(23)可得齿轮 3
与齿轮 1 的力矩关系式 

 
1

2

21
1 3

23

0
c

cT x Tη
η

⎛ ⎞
+ =⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (25) 

再将式(20)代入上式中，可得齿轮 1 与行星架 H 的

力矩关系式 

 
1

2

21
1 H

23

1 0
c

cT x Tη
η

⎛ ⎞
− − =⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (26) 

2.3  2K-H 轮系之基本回路系数分析 
分析式(25)与式(26)可知，基本回路系数 1c 与 2c

是影响构件间力矩关系变化的主要成分。由式(4)
可得 

 1 H 1 1 1
1

1 1
x

x x
ω ω ω ω ω⎛ ⎞− = − =⎜ ⎟− −⎝ ⎠

 (27) 

 3 H 1 1
1 10

1 1x x
ω ω ω ω⎛ ⎞− = − =⎜ ⎟− −⎝ ⎠

 (28) 

将上述结果及式(25)分别代入式(18)与式(19)中，可

得 

 1 1 1
1sgn

1
c T x

x
ω⎡ ⎤= ⎢ ⎥−⎣ ⎦

 (29) 

 
1

2

21
2 1 1

23

1sgn
1

c

cc T x
x

η
ω

η
⎡ ⎤

= −⎢ ⎥−⎣ ⎦
 (30) 

若齿轮 1 为输入构件，则 1 1 0Tω > ；又 0x > 及

1

2

21

23

0
c

c

η
η

> ，故式(29)与式(30)可写成 

 1
1sgn

1
c

x
⎡ ⎤= ⎢ ⎥−⎣ ⎦

 (31) 

 2
1sgn

1
c

x
⎡ ⎤= −⎢ ⎥−⎣ ⎦

 (32) 

图 3a 与 b 分别绘出在 0x > 时，基本回路系数 1c
与 2c 的变化。显然，当1 0x> > 时， 1 1c = − 及 2 1c = ；

当 1x > 时， 1 1c = 及 2 1c = − 。 
若齿轮 1 为输出构件，则 1 1 0Tω < ；又 0x > 及

1

2

21

23

0
c

c

η
η

> ，故式(29)与式(30)可写成 

 1
1sgn

1
c

x
⎡ ⎤= −⎢ ⎥−⎣ ⎦

 (33) 

 2
1sgn

1
c

x
⎡ ⎤= ⎢ ⎥−⎣ ⎦

 (34) 

图 4a 与 b 分别绘出在 0x > 时，基本回路系数 1c
与 2c 的变化。显然，当1 0x> > 时， 1 1c = 及 2 1c = − ；

当 1x > 时， 1 1c = − 及 2 1c = 。 

 

图 3  基本回路系数 c1与 c2的变化 

 
图 4  基本回路系数 1c 与 2c 的变化 

2.4  2K-H 轮系之传动效率分析 
轮系的传动效率 sysη 是表示其输出功率 outP 与

输入功率 inP 之比值，即 

 out
sys

in

P
P

η
−

=  (35) 

式中，负号是因为轮出功率恒为负值。 
由式(35)可知，若 2K-H 轮系以齿轮 3 为固定构

件、齿轮 1 为输入构件、行星架 H 为输出构件，则

其传动效率 1Hη 为 

 H H H
1H

1 1 1

P T
P T

ω
η

ω
−

= = −  (36) 
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将式(4)与式(26)代入上式中可得 

 
1

2

21
1H

23

11
1

c

cx
x

η
η

η
⎛ ⎞⎛ ⎞= −⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠⎝ ⎠

 (37) 

由前面的分析可知，当1 0x> > 时， 1 1c = − 及 2 1c = ，

代入上式可得 

 1H
21 23

1 11
1

x
x

η
η η

⎛ ⎞⎛ ⎞= −⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠⎝ ⎠
 (38) 

当 1x > 时， 1 1c = 及 2 1c = − ，代入式(37)可得 

 ( )1H 21 23
11

1
x

x
η η η ⎛ ⎞= − ⎜ ⎟−⎝ ⎠

 (39) 

图 5 绘出 2K-H 轮系在 0x > ，且 21 0.9η = 与

23 0.9η = 时，以齿轮 1 为输入构件的传动效率变化

曲线。由图 5 分析可知，在 21 23
21 23

1 x η η
η η

≥ ≥ 的范

围内(即1.24 0.81x≥ ≥ )，轮系的效率 1H 0η < ，轮系

发生无法转动的自锁现象。 

 
图 5  2K-H 轮系传动效率 1Hη 的变化曲线 

同理，若 2K-H 轮系以齿轮 3 为固定构件、齿

轮 1 为输出构件、行星架 H 为输入构件，且当

1 0x> > 时， 1 1c = 及 2 1c = − ，则轮系传动效率 H1η

为 

 H1
21 23

1(1 )
1

x
x

η
η η

⎛ ⎞
= − ⎜ ⎟−⎝ ⎠

 (40) 

当 1x > 时， 1 1c = − 及 2 1c = ，则轮系传动效率

H1η 为 

 H1

21 23

1(1 )
11

x
x

η

η η

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟= −
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (41) 

图 6 绘出 2K-H 轮系在 0x > ，且 21 0.9η = 与

23 0.9η = 时，以齿轮 1 为输出构件的传动效率变化

曲线。由图 6 分析可知，在接近 1x = 的范围内，轮

系的效率 H1η 很低，此种轮系适用范围很窄。 

 
图 6  2K-H 轮系传动效率 H1η 的变化曲线 

3  实例 

以应用于大传动比减速机[5]中的 2K-H 轮系为

例，其中各齿轮的齿数分别为 1 100z = , 2 101z = , 

2 ' 100z = 与 3 99z = ，各对齿轮之定轴啮合效率

21 0.9η = 与 23 0.9η = ，求原动件分别为齿轮 1 与行

星架 H 时，轮系的传动比与传动效率。 
(1) 传动比 

因 1
21

2

100
101

zr
z

= − = −  

 3
23

2'

99
100

z
r

z
= − = −  

故 0.999 9x = 。由式(4)与式(5)可得到以齿轮 1 与行

星架 H 为原动件时，轮系的传动比分别为 
 1H 1 0.000 1i x= − =   

 H1
1 10 000

1
i

x
= =

−
  

(2) 传动效率 
① 因 0.999 9x = ， 1H 0.000 1i = 。由式(38)可得

以齿轮 1 为原动件时，轮系的传动效率为 1Hη =  

2 344.44 0− < ，轮系发生自锁。② 因 0.999 9x = ，

H1 10 000i = 。由式(40)可得以齿轮 H 为原动件时，

轮系的传动效率为 H1η =  0.000 53 0.05%≈ ，轮系的

传动比大，但传动效率极低，适用范围很窄。 

4  结论 

图论一直是研究运动链构造学的有效数学工

具，但应用传统图论方法进行轮系分析与设计的研

究仍存在一些难以解决的问题。推导复铰图画表示

法，有效地表示了 2K-H 轮系的拓扑与运动构造。 
(1) 复铰图画表示法为基础，提出一种 2K-H 轮

系图画表示法，有效地表示轮系的拓朴构造与运动

构造。 
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(2) 应用所提出的 2K-H 轮系图画表示法及图

画的基本回路方法，推导得到 2K-H 轮系在各种运

动情况下的传动比一般式。 
(3) 根据基本回路叠加方法，并引入力矩平衡

与能量守恒原理，推导得 2K-H 轮系的力矩平衡方

程式，进而得到 2K-H 轮系在各种运动情况下的传

动效率一般式。 
(4) 应用 2K-H 轮系图画与基本回路方法，实际

进行 2K-H 轮系的传动比、传动效率与自锁分析，

较传统方法更具有系统性。 
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Abstract: 2K-H gear trains are the important aid units in the 

transmission systems. A systematic method has been presented 

for the determination of mechanical efficiency of 2K-H gear 

trains. The method is based on graph theory and the methodol-

ogy of fundamental circuits for gear trains. First, based on the 

basic theory of the graph representation of gear trains, the 

kinematics of the 2K-H gear trains is analyzed. Then, the equa-

tions of the mechanical efficiency of 2K-H gear trains con-

structed.  Finally, the mechanical efficiency and the self-lock 

property of 2K-H gear trains are discussed. The results of this 

work are used as a tool to design the 2K-H gear trains. 
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