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摘要：提出了一类卷曲模型的 NURBS 曲面建模新方法。借助提出的截面轮廓设计技术，构造了点云数据的系列

截面轮廓线，并以蒙皮操作为基础得到了能反映点云基本几何特征的基面。应用参数校正技术，给出了一种合理

且比较有效的基面参数化方法，并由此用加权最小二乘算法实现了基于迭代的 NURBS 曲面的精确拟合。实际的

算例结果验证了方法的实用性及精确性，非常适于模具型腔建模。 
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0  前言* 

复杂曲面重构在制造业中应用很多，例如从国

外承接定单，有时只能根据提供的产品原型来进行

零件加工或自行设计模具，此时需要的就是反求工

程技术[1]，这也因此考验承接方的制造水平和能力。

随着视觉扫描仪及五轴加工中心等设备的不断发展

和普及，企业的快速模具制作能力和快速反映能力

得到进一步的增强。在车身和模具型腔等一类复杂

曲面建模时，非均匀有理 B 样条(NURBS)方法以其

优良的整体光滑曲面拟合能力和强大的局部调控特

性而受到普遍重视。但是，NURBS 曲面是典型的

张量积曲面，需要的是矩形拓扑区域，而实际的曲

面有时并没有明显的四条边界，这给实际的建模操

作带来了很大的困难。因此，面对海量的散乱数据，

如何进行合理、均匀而有效的参数化就是首要的问

题，处理不好，将给建模的精度和效率带来相当大

的影响，甚至有可能导致失败。 
当前的 NURBS 建模方法很多[2,3]，但基本上倾

向于采用最小二乘拟合算法。在数据点的参数化方

面，尚没有一个完全的普适方法，一般情况下要根

据点集的特征做基面参数化。在操作中，经常使用

的基面是平面、柱面及双线性 Coons 曲面等简单曲

面。显然，在处理复杂曲面时，这些基面还不能完

全反映曲面的几何特征，使得参数化结果并不十分

理想。正因如此，通过 Sephard 插值、复合 2 次函

数插值等方法得到矩形阵列点进而构造出粗略

NURBS 拟合基面的方法得到广泛使用。但是，这

些插值方法还不能适用于严格的 3D 数据，且只对 
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有明显的矩形拓扑边界的数据比较适宜，对于一类

更为复杂的卷曲模型，则需要通过交互方式或者采

用组合曲面建模方式才能完成。针对该类卷曲模型，

应用截面设计技术思想，提出了一种基面参数化方

法，并由此实现了复杂曲面的精确拟合，实际的工

程验证也说明了方法的有效性和精确性。由于在反

求中 NURBS 曲线曲面的权因子通常取为 1，因此

在下面的叙述中主要采用 B-spline 曲线曲面方程描

述。 

1  基面构造方法 

总的来说，NURBS 曲面拟合方面的研究主要

集中在基面构造和参数化及参数校正两个方面，旨

在提高参数化与建模的精度和效率[4,5]。以截面设计

技术为基础，通过提取点集的边界及内部带有合理

位向的截面线族，进而采用蒙皮技术来构造基面。

曲面的蒙皮操作具有计算量较小、易于操作等优点，

但精度较常规拟合方法要差些。因此，非常适合于

构造点集的基面。采用这种方法构造的基面，能够

基本反映出点集的几何特征。 
1.1  点集的内部轮廓线提取方法 

在 NURBS 曲面拟合中一个最关键的问题就是

数据点的参数化。一般来说，在数据点的参数化时，

通常要事先找出点集的四条边界。对于没有明显矩

形边界的卷曲模型，这里也根据边界的特征给出四

条边界来，从而为后续的参数化操作提供准备。 
于是对于给定的一个点集，不妨设定其四条边

界已知。如图 1 所示，令 )(),( uu rl 和 )(),( vv da 是一

个点集的四条边界曲线。其中， )(va 和 )(vd 为主边

界曲线，通常要求它们为平面曲线，如果实际的主

边界曲线比较接近平面曲线，可使用其平面投影曲

线。另外，还需要得到点集的内部截面线族。 
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图 1  基面的截平面位向选择 

此时，可以应用提出的截面轮廓设计技术[6]，提取

出每条截面线。这种截面设计技术以最小距离点对

的思想来提取轮廓数据，比较简单快捷，克服了单

纯向截平面投影的方法所存在的不足。这样，在得

到四条边界曲线后，其内部截面线间隔按等参数值

划分。例如在 u 方向 ]1,0[∈u 区间内， 0=u 对应的 
是 )(va ， 1=u 对应的是 )(vd ，则其余内部截面线

按参数 u 均匀划分给出，且每个截面的位向根据首

末截平面的位向计算得到。设 )(va 在其和 )(ur 交点

处的单位切矢为 1k ， )(vd 在其与 )(ul 交点处的单位

切矢为 2k 。如果 1k 和 2k 分别与其对应的 u 方向线构

成的平面平行，则说明在 )(ul 和 )(ur 上每个 u 参数

上所对应的截面位向是相同的。反之，如果含 1k 和

2k 的截面位向不同，则说明参数 u 在从 0 向1 

变化的过程中，其截形位向也是变化的，并逐渐由 
1k 所对应的截面位向 nbe 过渡到 2k 所对应的截面位

向 nee 。且 
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式中  nbe ——初始截平面单位法向矢量 
  nee ——终止截平面单位法向矢量 
起始轮廓线端点连线矢量 )0()0(b rlt −=  
终止轮廓线端点连线矢量 )1()1(e rlt −=  

在计算内部截平面位向时，每个参数值 u 上的

合理截平面位向可按线性变化得到，即 

 nunununenbnu  ,)1( eeeeee =+−= uu  (2) 

式中 nue —— u 参数线所在截平面的单位法向矢量 

这样给定了每个截平面的位向及某一通过点，

就能应用截面轮廓设计技术提取出点集的内部截面    
线来。 

依据给出的方法，进行了实际的截面轮廓提取

测试。为便于同前文对应，采用的数据点云模型仍

为自行车座模型，具体可参见参考文献[6]，这里不

再给出。在该点云中，那些位于平面上的点是测量

参考平面点，在建模中不予考虑，故点集的边界也

要通过自动提取给出。一般来说，采用截面设计技

术提取的轮廓数据点的分布比较均匀，其密度与实

际的采样密度相差无几。图 2 给出了实际提取的边

界及内部截面线，可以看出效果很好，为进一步的

曲面蒙皮操作打下了基础。 

 

图 2  提取的边界及内部截面线族 

1.2  基面的蒙皮构造方法 
给定了主边界 )(va 、 )(vd 和内部的截面线族

后，有多种方法可以构造出基面来。由于曲面的蒙皮

操作将曲面建模问题转化为两步曲线的拟合或插值问

题，使问题得以简化，所以这里采用该方法来构造基

面。由此可知，基面的构造可分为两步：① 截面数据

的NURBS 曲线拟合。② 截面线族的蒙皮操作。 
1.2.1  截面数据的曲线拟合方法 

在数学上，一条 B-spline 曲线[7]被定义为 
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式中  iB ——第 i 个控制点 

1+n ——控制点个数 
)(, vN ki 是 B-spline 曲线的基函数，其定义如下 
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式中  ],,[ 10 ++= kntt LU ——节点矢量 

               k ——样条基的次数 
对于给定的某一内部截面轮廓点集合 

 mizyx iiii ,,0 ],,[ T L==Q  

要给出其一条拟合 B-spline 曲线，必须首先确定数

据点的位置参数 m
iv 0}{ , 次数 k , 控制点数 1+n 和

节点矢量U 。待求变量为控制点矢量。在计算数据

点的位置参数时，可采用如下参数化公式 
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其中参数 a 可取为 0、0.5 或 1，分别对应着均匀、

向心和累加弦长参数化。此外，节点矢量U 也应根

据位置参数 m
iv 0}{  和控制点数来加以确定[8]。由于

这里的曲线拟合操作面向的是基面构造，因此控制

点数不会过多，节点矢量可按均匀分布的方式   给
出。  

当没有约束条件时，控制点的解矢量可由下面

最小二乘误差 E 的最小化方法得到 

 ∑
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在原理上，该最小二乘问题等同于一个线性系统，

其解矢量用矩阵形式可表示为 

 QNNNP T1T )( −=  (7) 

式中   )1()1( +×+∈ nmRN  
      3)1( ×+∈ nRP  
      3)1( ×+∈ mRQ  

1.2.2  曲面的蒙皮操作 
得到边界及内部截面轮廓的 B-spline 拟合曲线

后，还要过这些曲线用蒙皮技术[9,10]构造出基面来。

由于存在曲线相容性问题，因此在拟合主边界及内

部截面轮廓线时，要采用相同的控制点数和统一的

节点矢量。不妨设得到的蒙皮曲面为 
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式中， )(, uN ki 被定义的节点矢量区间为 
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)(, vN kj 被定义的节点矢量区间为 
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此时，还需要确定曲面的 )1()1( +×+ nr 个控制

点 ijB 。既然所有的截面轮廓和主边界被定义在统一

的节点矢量上，可令这些曲线为 
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式中  h ——拟合曲线的个数 
由此，蒙皮曲面的控制点{ } njr

iji ,,0  ,
0, L=

=
B 可

通过再次对曲线族式(9)的第 i 列控制点 { }h
jji 1, =

d 进

行 B-spline 曲线拟合得到。由图 3 给出的两条主边

界和 10 条内部截面线，进行了基面的蒙皮操作。曲

面的控制点网格为 8×8 网格。图 4 给出了所构造的

蒙皮曲面的等参数线网格图。可以看出，得到的基

面参数线比较规则，没有剧烈的扭曲情况，基本反

映了点集的几何特征，由此获得了较好的数据参数

化效果。 

 

图 3  由蒙皮操作得到的基面 

 

图 4  精确拟合曲面的明暗图显示 

2  点集的精确曲面拟合方法 

可以看到，采用这种截面构造方法得到的曲面

是开曲面。一般基面的控制点数可以不必取得过高，

通常用 66 × 控制点列的曲面就可以满足需要。在精

确曲面拟合中，所需要的操作也分为两部分：①数

据点的参数化。②曲面的迭代拟合。用基面进行数

据点的参数化，可以获得很高的精度。但不管采用

何种参数化方法，其原则是保证曲面在节点向量的

每个区间内都应有数据点，即参数化是均匀的，从

而避免奇异情况的发生。 
2.1  数据点的参数化 

在 NURBS 曲面拟合中，一个好的参数化不仅

会提高曲面的重构精度，而且也可以使数值计算过

程稳定。在采用基面参数化方法时，通常取数据点

在基面上的投影点所对应的参数值作为该数据点的

参数值。一般这个投影点最好取为数据点距曲面的

最小距离点。可见，这种映射是个迭代求解的过程，

即数据点和曲面之间必须满足 
 [ ] [ ] 0),( |),( T

, =−== iiivvuu vuvu
ii

PSJS  

式中  J ——曲面的雅可比矩阵 
该式一般要通过牛顿迭代给出，在迭代初始一
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般要首先给定一个迭代初始值。迭代初始值的具体

确定方法是，首先将基面依照用户给定的分辨率，

例如 20×20 网格，划分成等参数线网格，得到每个

网格节点的坐标值和对应的参数值[7]。对于给定的

某一个数据点，找到距其最近的网格节点，并以该

节点的参数值作为这个数据点的迭代初始值。当然，

也可以针对具体的曲面的特点，给出适宜于该曲面

的简单初始值确定方法，例如按柱面、球面方式映

射等。这样，在给定了所有点的迭代初始参数值后，

就可以应用当前成熟的迭代搜索方法，进行精确对

应点的计算。 
2.2  LSQ 拟合曲面的理论基础 

做最小二乘曲面拟合时，一般要首先给定待拟

合曲面的控制点数、样条基的次数和两个节点向量。

曲面的控制点数越多，计算越复杂，但一般来说精

度也就越高，也更容易出现奇异现象。因此在满足

精度的前提下，要尽量使用较少的控制点。不妨取

曲面的控制点集合为 )1()1( +×+ nm 列，即控制点

),,0;,,0(, njmiji LL ==S ， 令 样 条 基 的 阶 数 
为 k ，则曲面的基函数可由 DeBoor-Cox 公式确定。 
设 两 节 点 矢 量 分 别 为 ],,,[ 110 ++= kmuuu LU 和

],,,[ 110 ++= knvvv LV 。于是可得待拟合的 B-spline

曲面方程为 

 ∑∑
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假定有 g 个数据点 ),,1( gii L=P ，其对应的参

数值为{ }givu ii ,,1|),( L= ，则对于点{ }g
i 1P 的逼近问

题就等同于下面的非线性最小二乘问题 
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式中 D ——数据点权因子阵 
       gg

gww ×∈= R),,(diag 1 LD  

       ( ) )1)(1(
,,,, )()( ++×∈= nmg
jihhkjhki vNuN RN  

 P ——数据点阵 
        ( ) 3T

1 ,, ×∈= g
g RPPP L  

 S ——控制点阵 
         ( ) 3)1)(1( ×++∈= nm

ij RSS  

采用矩阵形式，该加权最小二乘问题可被转化

为如下线性系统[3] 

 )()()()( TT DPDNSDNDN =  (12) 

式(12)所示的方程组，一般是一个超定线性方

程组，需要列满秩。为了保证系数矩阵各行元素线

性不相关，在建立超定线性方程组时，要保证没有

重复点，此时可采用 Householder 变换法来求解。

对于拟合中的加权因子同样可取为 1，也可以根据

数据点的精度和重要性赋予相应的权值。 
采用上述算法，进行了自行车座数据点云的曲

面重构。提取的边界曲线及其内部轮廓线已由前面

图 2 给出。构造的点集的蒙皮基面如图 3 所示，为

8×8 控制网格。当最终拟合曲面采用 15×15 控制

网格时，数据点的平均拟合误差和最大拟合误差分

别为 0.039 mm 和 0.281 mm；当采用 20×20 控制网

格时，其相应的误差分别为 0.022 mm 和 0.215 mm。

图4给出了控制网格为15×15时最终拟合曲面的明

暗图形显示。可以看出曲面的光顺性较好，拟合的

精度也较高。如果对拟合结果仍然不够满意，且不

希望通过增加控制点数来提高精度，此时可以对最

终拟合曲面的参数进行再次校正，实现曲面的精确

迭代。这里不在详细给出，一般曲面在迭代 1 至 2
次时的精度提高效果比较明显。 

3  结论 

(1) 基于提出的截面轮廓设计技术，给出了一

种基面参数化方法。它以主边界和内部截面轮廓线

族为基础，采用蒙皮技术构造基面，能够基本反映

点集的几何特征，有效解决了一类卷曲模型的参数

化问题，精度较高，满足了工程实际的需要。 
(2) 采用相同的控制点数和统一的节点矢量进

行截面线族的 B-spline 曲线拟合，避免了蒙皮操作

时的节点相容性问题。较之采用节点插入算法来避

免相容性，计算简单，且拟合曲线较插值曲线光顺。 
(3) 以数据点距基面的最小距离点所对应的参

数作为数据点的位置参数，并采用加权的最小二乘

拟合算法，强调了关键数据点的作用，且可以实现

自由曲面的精确迭代拟合。 
(4) 如果实际操作中对曲面的边界要求十分严

格，此时可用该边界的实际拟合曲线方程作为约束，

从而构成约束最小二乘曲面拟合；当然，也可通过

增大边界点的拟合权因子值来完成。两种方法在实

现上并不困难。 
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RESEARCH ON THE METHOD OF AC-
CURATE NURBS SURFACE FITTING TO 

SCATTERED POINTS 
Sun Yuwen  Wu Hongji  Liu Jian 

(Dalian University of Technology) 
 

Abstract：A NURBS surface fitting method with tight tolerance 

for wrap-around models is presented. Using the sectional design 
technique, two primary boundaries and some interior sectional 
curves are extracted. Then a base surface is constructed by 
skinning these curves. By means of the method of base surface 
parameterization, an accurate and smooth fitting surface is fi-
nally implemented. The practical example demonstrated the 
feasibility of the proposed method.  
Key words：Surface fitting  Non-uniform rational B-spline 
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