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摘要：提出一种简单的利用激光跟踪仪和线性方程最小二乘解对机器人进行标定的方法。通过将机器人运动学方

程线性化，建立机器人末端凸缘盘位置误差与连杆 D-H 参数误差的关系方程。利用激光跟踪仪确定机器人的基坐

标系，并通过圆周法求解每个关节电动机的直线方程，进而可以求得机器人的连杆扭角。通过激光跟踪仪测量机

器人目标点的坐标值，并通过串口获得机器人 6 根轴的角度值建立标定方程。通过求解此方程，获得机器人的实

际 D-H 参数，并将此参数应用于修正系统的运动学模型，能够提高机器人的绝对精度。最后对解算过程中的误差

和原因进行说明，并对机器人的误差原因进行分析，指出标定过程中需要注意和改进的几个问题。 
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0  前言* 

通常机器人的重复定位精度很高(可达 0.01 mm)，
但绝对定位精度很差(仅几个毫米)。如果要使用机

器人的离线编程方法或者是进行高精度测量，机器

人的位置精度将会是一个非常令人关心的问题。机

器人末端执行器的位姿一般在其工作空间内描述，

但是这些位置通过驱动关节电动机获得，整个过程

在角度空间里进行。一些原因(例如：机械加工的精

度、装配误差、磨损、传动误差、负载变化和环境

影响等)使得机器人控制器所使用的运动学模型与

真实的运动学模型不一致，从而导致用机器人内部

运动学模型来驱动关节电动机获得末端执行器位置

的方法，得到的机器人的实际位置将会偏离预期的

位置。有研究结果表明：几乎 95％的机器人位置误

差都是由机器人内部运动学的不准确描述引起      
的[1]。对机器人运动学模型的校准，国内外已经提

出了很多方法，如在原有 D-H 运动学模型的基础上

增加一个额外的 R(y，p)参数进行标定[2]；使用 S-
模型对机器人进行建模，每个连杆 6 个参数，然后

再把这些参数转化成 D-H 参数进行标定[3]；利用遗

传算法确定能使退化矩阵条件数或 Fisher 信息矩阵

的对数留数最小的轨迹，通过规矩来评估机器人的

参数[4]；通过一个可变 D-H 连杆参数模型，校准误

差在整个机器人的工作空间内都有所改善[5]。还有

机器人标定的一些其他方法，如圆周点法、运用视

觉自动标定方法和神经网络法等[6]。标定是建模、

测量、参数识别和误差补偿几个步骤的集成过程，
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前述方法有的模型过于复杂因而不好建立，有的使

用的算法过于复杂而不好求解。 
本文提出一种简单方法，利用跟踪仪和线性方

程最小二乘解法相配合的方法对瑞士 ABB 公司的

6R 型 IRB2400 机器人进行误差估计，通过试验比较

可以将机器人的位置精度提高一倍以上，同时还对

标定过程中产生的误差和原因进行阐述。 

1  机器人标定原理 

IRB2400 机器人是一种开环运动结构，通过角

度测量装置可以确定每根轴的角度值。在每根轴上

建立相应的齐次方程而构建机器人的运动模型，就

可以确定机器人的末端位置和姿态(相对于机器人

的基座)。由于机器人的各个连杆参数和角度参数存

在一定误差，从而导致了机器人的末端位姿不准确。

为了简单起见，仅就位置误差进行标定。 
确定机器人每根轴的齐次变换矩阵需要连杆长

度 a、连杆偏置 d、连杆扭角 α、轴的转角 θ 4 个参

数。通过将这些齐次矩阵联乘，就可以确定机器人

末端的位姿 P 
 ( , , , )F a d α θ=P  (1) 

由于连杆转角通过轴的角度测量装置来获得，

其他 3 个参数由机器人生产和装配工艺确定，必然

存在误差，而导致 a、d、α、θ 存在误差 Δa、Δd、
Δα、 θΔ ，机器人末端实际位姿是 
 ( , , , )' F a a d d α α θ θ= + Δ + Δ + Δ + ΔP  (2) 

 'Δ = −P P P  (3) 
当这些误差都比较小时，可以简化成相应的线

性方程 
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 F F F Fa d
a d

α θ
α θ

∂ ∂ ∂ ∂
Δ = Δ + Δ + Δ + Δ

∂ ∂ ∂ ∂
P  (4) 

对于 6R 机器人 IRB2400，式(4)中 a∂ 可以代表

1a∂ 、 2a∂ 、 3a∂ 、 4a∂ 、 5a∂ 、 6a∂ ， d∂ 、 α∂ 、 θ∂

同此约定。由于在建立运动学方程的过程中带入未

知角度来求解系数矩阵比较复杂，为了简化问题，

将用测量所得的连杆扭角值来代替理论的连杆扭角

值(方法见第 3.2、3.3 节)，同时认为通过机器人码盘

读取的每根轴的转角值不存在误差，也即认为式(4)
中的后两项的微变化量 αΔ 、 θΔ 为 0，所以式(4)可
以变换为 

 F Fa d
a d

∂ ∂
Δ = Δ + Δ

∂ ∂
P  (5) 

由于机器人 IRB2400 存在 6 个连杆长度参数和

6 个连杆偏置参数，根据式(5)可以得到空间任一位

姿 iP 时的方程 

1 6 1 6
1 6 1 6

1 6 1 6
1 6 1 6

1 6 1 6
1 6 1 6

ix ix ix ix
ix

iy iy iy iy
iy

iz iz iz iz
iz

F F F F
P a a d d

a a d d
F F F F

P a a d d
a a d d
F F F F

P a a d d
a a d d

∂ ∂ ∂ ∂⎧Δ = Δ +⋅⋅⋅+ Δ + Δ +⋅⋅⋅+ Δ⎪ ∂ ∂ ∂ ∂⎪
⎪ ∂ ∂ ∂ ∂⎪Δ = Δ +⋅⋅⋅+ Δ + Δ +⋅⋅⋅+ Δ⎨

∂ ∂ ∂ ∂⎪
⎪ ∂ ∂ ∂ ∂
Δ = Δ +⋅⋅⋅+ Δ + Δ +⋅⋅⋅ + Δ⎪

∂ ∂ ∂ ∂⎪⎩

 

(6) 
式中  ixPΔ , iyPΔ , izPΔ  —— Pi 在 x、y、z 三个方向 

                        上的偏差 
若测量了空间中 n 个点的坐标，将会得到式

(7)(也即将式(6)转换为矩阵形式) 
 Δ =A X b  (7) 
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×
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⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅⎜ ⎟
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⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎜ ⎟=
∂ ∂ ∂ ∂⎜ ⎟

⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂
⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

A  (8) 

( )T1 1 1 2 2 2             x y z x y z nx ny nzP P P P P P P P P= Δ Δ Δ Δ Δ Δ ⋅⋅⋅Δ Δ Δb  

(9) 

 ( )T
1 6 1 6    a a d dΔ = Δ Δ Δ ΔX  (10) 

只要保证 n 取得足够大，就可以利用最小二乘法求

得ΔX 的最佳值 

 T 1 T( )−Δ =X A A A  b  (11) 

在式(11)中，A 是关于 6 根轴角度的函数，是常见的

雅可比矩阵的一种变形形式，b 是偏差矩阵。 
将所求的连杆参数误差 ΔX 加到机器人给出的

连杆参数上，就可以得到新的一组连杆参数，根据

这些新的连杆参数重新求解误差，反复进行迭代，

直到 xPΔ 、 yPΔ 、 zPΔ 足够小为止。为此，只要能够

实际测量出机器人控制点在机器人基坐标系下的偏

差值ΔP ，也即 b，就可以通过式(11)来求解机器人

的连杆参数，从而达到标定的目的。 

2  机器人标定方法 

2.1  通过激光跟踪仪测量方法确定机器人基坐  
     标系 

试验所用测量设备为美国 FARO 公司的 Xi 系
列激光跟踪仪，它通过内置的激光干涉器、红外线

激光发射器、光靶反射球测量长度，光栅编码器测

量水平和仰视角度来实现三维空间物体的测量。3D
单点精度在 2 m 范围内为 0.033 mm，10 m 范围内不

超过 0.05 mm，可以满足测量精度的要求。为测量

大小不同的工件，跟踪仪配套有不同直径的精密反

射靶球，且定位误差和反射靶球的大小和位置没有

关系。测量时将跟踪仪尽量放置在机器人的附近，

以提高测量精度。 
试验采用 ABB 公司的 IRB2400 机器人，它的

基本结构简图如图 1 所示，是一个 6 根轴都是回转

轴的机器人。根据 ABB 公司的技术文档，机器人的

基坐标系位于机器人的安装基座的中心上，垂直向

上为 z 轴，正前方为 x 轴。为此用以下的方法来确

定机器人的基坐标系。 

 

图 1  IRB2400 结构简图 

(1) 旋转轴 1，其他轴的角度保持不变，每隔一

定角度运用激光跟踪仪测量机器人末端凸缘盘上固
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定点的坐标值，根据这些坐标点拟合出一个圆 1。 
(2) 旋转轴 2，其他轴的角度保持不变，每隔一

定角度运用激光跟踪仪测量机器人大臂上一固定点

的坐标值，根据这些坐标点拟合出一个平面 2。 
(3) 测量基座所在的平面 B。 
(4) 根据圆 1 的法线和平面 B 的交点作为原点，

平面 2 和平面 B 的交线作为 x 轴，圆 1 的法线作为

z 轴，建立机器人的基坐标系。 
建立机器人的基坐标系后，通过跟踪仪的测量

软件将测量坐标系转移到机器人的基座系上，以后

所测量的值都是在机器人基坐标系下的值。 
2.2  旋转关节轴线方程 

本文利用圆周法计算出机器人关节旋转轴线的

方程，它是连杆参数也即连杆坐标系的标定依据。

圆周法如图 2 所示：保持各关节电动机不动，由跟

踪仪测出机器人末端凸缘盘上特征 P 点的空间位置

P0，接着，对固定在机器人底座上的关节电动机 1
分别施加正向力矩和反向力矩，使连杆 1 负向转    
角δ1、正向转角δ2。转角大小只与测量精度有     
关，而不会影响后面的轴线方程的计算结果。为提

高测量精度，转角应尽量在关节变量范围内取大    
一些。旋转后 P 点相应的空间位置坐标分别记为   

1P 、 2P 。 

 

图 2  圆周法示意图 

电动机旋转方向 1z 垂直于 0P 、 1P 、 2P 三点所决

定的空间圆平面 

 1 1 0 2 0[( ) ( )]c= − × −z P P P P  (12) 

式中  iP  —— iP 点的方向矢量 

   c —— 比例系数 
该圆的圆心 S1必然落在关节电动机 1的旋转轴

线上，这样由 1z 、S1 可以确定电动机 1 旋转轴的点

法式直线方程，记为 1 1 1( , )L Sz 。 
交点 1( , , )S x y z 的坐标方程是 

 

1 1 1

1 1 1

2 2 2

2 2 2

x x y y z z
l m n

x x y y z z
l m n

− − −⎧ = =⎪⎪
⎨ − − −⎪ = =
⎪⎩

 (13) 

式中  1 1 1 1 1 0 1[ , , ] [( ) ]l m n c= = − ×v P P z  
 2 2 2 2 2 0 1[ , , ] [( ) ]l m n c= = − ×v P P z  

  c ——比例系数 
  1 1 1 1 1 0( , , ) ( ) / 2a x y z P P= = +  

2 2 2 2 2 0( , , ) ( ) / 2a x y z P P= = +  

对其他关节重复进行上述步骤，可以得到机械

臂转动关节的旋转轴线方程 ( , )i i iL Sz ，其中 i 为机械

臂的关节记号。 
2.3  计算关节参数 

已知关节电动机的轴线方程 iL 、 jL ，根据空间

两条直线的位置关系方程可求得它们之间的夹角

θ 。假设 iL 的方向矢量为 ( ), ,i i i il m n=v ， jL 的方向

矢量为 ( ), ,j j j jl m n=v ，可以按照式(14)计算两直线

的夹角 

 
2 2 2 2 2 2

cos i j i j i j

i i i j j j

l l m m n n

l m n l m n
θ

+ +
=

+ + + +
 (14) 

通过式(14)就可以确定机器人运动学模型中的连杆

参数，如连杆扭角。 
2.4  IRB2400 机器人运动学方程 

建立 IRB2400 机器人 D-H 模型的连杆坐标系，

如图 3 所示，连杆理论参数见表 1。 

 

图 3  IRB2400 机器人 D-H 模型连杆坐标系 

相应的坐标系转换矩阵为 iT (i=1～6) 
cos sin cos sin sin cos
sin cos cos cos cos sin

0 sin cos
0 0 0 1

i i i i i i i

i i i i i i i
i

i i i

a
a

d

θ θ θ θ α θ
θ θ α θ α θ

α α

−⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

T  

(15) 
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末端凸缘盘中心点相对于机器人基坐标系的转换矩

阵为 

 
6

1
i

i=
=∏F T  (16) 

表 1  IRB2400 机器连杆理论参数 

序号 
转角 

θ/(°) 

偏置值 

d∕mm 

连杆长度 

a∕mm 

连杆扭角 

α/(°) 

1 –180～180 615 100 –90 

2 –100～110 0 705 0 

3 –60～65 0 135 90 

4 –200～200 755 0 90 

5 –120～120 0 0 90 

6 –400～400 85 0 0 

2.5  标定步骤 
根据前文所述的标定方法，可以总结机器人标

定的流程如图 4 所示。 

 

图 4  机器人标定流程图 

3  机器人标定数据与分析 

3.1  标定结果 
试验所用主要设备如图 5 所示，在标定试验过

程中，测量了空间的 20 个点，目标点为末端凸缘盘

的中心点，并通过串口通信取得机器人 6 根轴的角

度值，如表 2 所示。用其中的后 15 个点建立矩阵方

程，另外的前 5 个点来验证结果。 
将 6 根轴的角度值带入式(16)即可求得末端凸

缘盘中心点在机器人基坐标系下的理论位置，将其

与表 2 中的用跟踪仪测量的坐标值相减，即可求得

机器人的位置偏差ΔP (相当于式(7)中的 b)。将角度

值带入式(8)可以求得系数矩阵 A，从而根据式(11)
求得机器人连杆参数修正值。 

 

激光跟踪仪 

反射靶球 

 

图 5  试验设备现场  

表 2  跟踪仪测量值和机器人角度值 
跟踪仪测点的坐标值 6 根轴的角度值  

x/mm y/mm z/mm θ1/(°) θ2/(°) θ3/(°) θ4/(°) θ5/(°) θ6/(°) 

1 1 138.409 4 8.090 8 1 159.956 8 0.730 769 19.512 4 23.555 3 –16.876 6 –69.700 9 14.423 8 
2 1 016.056 4 143.315 8 1 058.724 8 8.711 71 13.384 5 33.355 8 8.228 26 –79.123 2 34.747 3 
3 883.502 1 356.422 7 1 108.631 0 23.595 3 5.754 4 29.983 5 19.397 2 –71.673 7 34.733 5 
4 376.377 3 891.356 7 1 101.671 8 70.336 4 7.713 55 29.551 1 41.616 3 –75.541 6 24.540 1 
5 230.464 2 1 073.055 2 1 101.816 7 81.150 1 18.622 1 27.150 2 48.546 8 –80.610 7 15.929 6 
6 148.961 9 819.770 7 1 101.352 3 84.139 9 –1.949 18 30.025 7 49.918 5 –84.48 16.399 
7 –19.588 7 819.771 4 1 101.290 3 96.285 3 –1.900 12 30.025 8 56.156 1 –92.888 4 10.076 
8 –15.076 7 956.228 5 1 065.472 3 95.463 7 7.639 52 29.559 5 72.351 4 –70.322 9 10.016 9 
9 –137.674 5 1 077.927 6 1 109.239 8 101.469 17.43 09 24.123 7 77.201 2 –74.090 7 3.027 29 
10 –198.181 9 953.005 6 1 212.803 3 106.559 7.298 03 18.260 4 80.725 3 –77.635 5 –3.837 
11 –228.605 2 1 036.960 9 1 147.003 0 106.848 15.357 5 21.778 0 80.099 6 –78.490 8 –0.325 892
12 –361.027 3 1 110.426 3 1 097.119 4 112.108 25.332 6 22.340 3 82.101 8 –83.395 6 –0.530 363
13 –480.432 3 900.493 1 1 219.955 9 122.596 10.510 5 16.581 6 85.853 1 –71.930 1 –7.276 84 
14 –611.823 8 915.215 9 1 220.007 3 128.062 17.714 6 14.960 8 87.865 4 –77.137 –9.247 89 
15 785.374 7 91.455 2 1 050.262 6 6.243 18 –5.4261 4 35.036 1 –3.998 32 –77.13 –31.593 5 
16 806.234 7 –129.795 3 1 088.138 3 –10.795 5 –4.2736 9 32.051 7 –16.844 4 –76.780 7 –16.714 2 
17 946.029 3 –354.064 9 1 005.455 7 –22.491 2 14.372 4 37.220 5 –24.664 6 –85.022 7 –9.451 36 
18 943.663 7 –505.316 9 993.053 0 –30.602 2 19.056 4 36.274 1 –33.217 2 –81.819 2 –5.111 51 
19 841.559 6 –738.279 6 987.086 5 –44.68 24.341 1 34.291 5 –52.622 4 –91.257 4.520 3 
20 463.885 6 –601.709 4 986.439 9 –57.753 7 –1.839 69 39.506 3 –60.322 8 –102.829 5.981 63    

序号 
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用 Matlab 进行解算，解算结果为 

1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6[ , , , , , , , , , , , ]
[99.395,706.064,133.634,0.187, 0.312,0.062,
615.507, 0.099, 0.099,756.071, 0.096,84.233]

a a a a a a d d d d d dΔ = =

−
− − −

X

对于前 5 个点，修正前后的末端凸缘盘中心点在机

器人基坐标系下的坐标值如表 3 所示。将表 2、3
中的跟踪仪测点的前 5 组数据对比，可得到修正前

后的误差，如表 4、5 所示。 

表 3  修正前后中心点在机器人基坐标系下坐标数据 

修正前的值 修正后的值 

x/mm y/mm z/mm x'/mm y'/mm z'/mm 

1 139.230 8.603 63 1 159.68 1 138.798 5 8.216 6 1 159.346 5

1 016.920 143.737 1 058.65 1 016.040 1 143.417 1 1 058.270 1

884.395 357.039 1 108.65 883.535 8 356.566 7 1 108.334 1

376.804 892.033 1 101.75 376.464 9 891.312 3 1 101.457 0

230.739 1 073.450 1 101.77 230.538 7 1073.062 2 1 101.378 8

表 4  修正前跟踪仪器点误差 

Dx/mm Dy/mm Dz/mm D/mm 

0.821 6 0.512 8 –0.276 8 1.007 3 

0.863 7 0.421 2 –0.074 8 0.963 8 

0.892 9 0.616 3  0.315 9 1.130 0 

0.426 7 0.676 3  0.078 2 0.803 5 

0.274 8 0.394 8 –0.046 7 0.483 3 

表 5  修正后跟踪仪器点误差 

Dx'/mm Dy'/mm Dz'/mm D'/mm 

0.390 0 0.125 8 –0.610 3 0.735 1 

–0.016 3 0.101 3 –0.454 6 0.466 0 

0.033 7 0.144 0 –0.296 9 0.331 7 

0.087 6 –0.044 4 –0.214 8 0.236 2 

0.074 5 0.007 0 –0.437 9 0.444 2 

可以看出标定后，机器人的定位精度得到了明

显的改善，标定前定位精度 D 的平均误差 D =   
0.877 58、标准方差 2S = 0.249 5；修正后，定位精

度 D 的平均误差 D =0.442 6，标准方差 2S = 0.187 8，
精度提高了一倍。而且通过表 2～5 中数据可以看出

x、y、z 的单方向的跳动值(最大最小值的差)由原来

的 0.618 1、0.281 5、0.592 7 减小为 0.406 3、0.188 4、
0.395 5。由于在采集数据的过程中，激光跟踪仪需

要从反射靶球接受返回的激光，机器人在 z 方向的

运动范围受到限制，因而训练数据的 z 方向范围空

间太小，训练数据的样本空间遍历性不够，导致修

正后表 5 中 '
zD 列数据有所增加。 

3.2  算法分析 
在实际的运算过程中，系数矩阵 A 为一个     

45×12 阶的矩阵，它的秩为 11，用式(11)求解是先将

方程转化为正则方程后再求解。 因为 TA A不满秩，

所以无法用 inv( TA A )求逆的方法解矩阵方程，否则

将会得不到数值解。 
本文使用的是广义逆的求解方法, 建立在奇异

分解基础上，得到的是最小范数最小二乘解，解的 2
－范数残差为 0.246 7。观察矩阵 A，它的第 8、9 列

线性相关，所以它的条件数很大，经计算为 1.782 897× 
1016。如果将其中的一列去掉，条件数则减小为

50.259 9。很大的条件数对于解矩阵方程是不利的，

其主要原因是在建立矩阵方程 iT 时，序号 2、3 的参

数间有一定的关系，应该在解方程的过程中注意这

一点。 
3.3  误差分析 

由于须要使用特殊的测量设备(激光跟踪仪)来
获得试验数据，并且须要较长的操作时间，所以比

较适于在实验室环境下进行标定，而不适合进行现

场标定。同时，在标定过程中忽略了每根轴角度值

误差的影响，因而存在一定的局限性，须要进一步

完善。经过进一步的分析和研究，可以得出机器人

定位精度还受以下两个方面的影响，IRB2400 机器

人关节传动过程中四杆机构对角度的影响；机器人

连杆的自重和机器人载重以及运动速度的影响。 
(1) 在机器人运动过程中第二根轴转动的角度

会通过四杆机构传递给第三根轴，理论上这一个四

杆机构是一个平行四边形，因此第二根轴转动的角

度会通过这个机构传递给第三轴，即第三根轴转动

的角度为θ3–θ2( 2θ 和 3θ 为机器人的二轴和三轴的码

盘读数)。而由于这个四杆机构并不能完全保证是平

行四边形，因此第二根轴通过四杆机构传递给对第

三根轴的角度并不是–θ2。 
(2) 机器人各个连杆自重的影响。由于机器人

的连杆比较重，当机器人运动到不同的角度，电动

机受到的力矩不同，因此引起的角度偏差也不相同。 

4  结论 

机器人的标定过程是一个非常复杂的过程，由

于本文只是从机器人运动学模型方面来修正机器人

定位误差，精度虽然提高了一倍，但此定位精度仍

然无法满足实际的要求。从以上分析可以看出，机

器人定位精度标定技术的研究必须进一步完成如下

工作。 
(1) 建立合理的四杆机构传递模型。进一步分

析四杆传递机构的模型，建立二、三轴的齐次变换

关系式，并通过微分变换或者其他的形式确定四杆

传递机构与机器人定位精度的影响关系式，找出合

理的标定方法。 
(2) 使机器人运动更广的范围来提高参数识别
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的准确性。可以考虑将重力因素 g 作为机器人连杆

参量的参数带入方程中，一起求解。 
(3) 通过多组数据和改进测量方法来提高参数

识别的准确性。 
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Abstract：A simple method of robot calibration based on laser 

tracker and least square solution of linear equation is presented. 

Using the method of linearizing equation, the relational 

equation between robot end flange position error and link D-H 

parameter error is established. The robot base coordinate 

system is established by laser tracer, and each linear equation of 

joint motor is obtained via the method of circle, then joint twist 

is solved. At the same time, the robot coordinate values are 

measured by laser tracker, and six axes angles are obtained 

through serial port. The real D-H parameters are obtained by 

solving calibration equation. Then these parameters are used in 

the kinematics model of corrected system, and to improve the 

robot’s absolute accuracy. In the end, the error and reason of the 

solution are explained clearly. The reason of robot error is 

analyzed, and some problems needing attention and improving 

in the process of calibration are put forward. 
Key words：Robot  Location accuracy    

Calibration  Laser tracker  
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