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摘要：以多体系统误差建模理论和齿轮啮合原理为基础，提出含有机床运动几何误差以及齿轮副安装误差的螺旋锥齿轮齿面

接触分析(Error tooth contact analysis, ETCA)方法。以 SGM 法(大轮展成法加工，小轮变形法加工)加工的弧齿锥齿轮为例，

通过 ETCA 分析，得到机床运动误差和安装误差对螺旋锥齿轮齿面加工质量影响的定量关系，对 ETCA 和 TCA 的结果进行对

比分析，结果表明机床运动误差和安装误差对螺旋锥齿轮的齿面接触质量有较大的影响，为了通过齿面接触分析达到更准确

的反调加工参数的目的，采用 ETCA 的分析结果指导加工参数反调更为合理。 
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Abstract：Based on the multi-body error-modeling system and the theory of gear engagement, the spiral bevel gear tooth contact 

analysis including the kinematical and geometrical errors of machine tool and the installation error of gear pair  (Error tooth contact 

analysis, ETCA) is put forward. With an example of a pair of spiral bevel gears processed by SGM method (gear processed by 

generation, pinion processed by modified roll method), the quantitative relation between the spiral bevel gear tooth contact quality 

and the said kinematical & geometrical errors and installation error are found by ETCA. Through analyzing the results of TCA and 

ETCA, the comparison outcomes indicate that the said kinematical and geometrical errors and installation error can significantly 

influence the spiral bevel gears tooth contact quality. In order to adjust the gear processing parameters through the tooth contact 

analysis, using the analysis results of ETCA is more reasonable than TCA. 
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0  前言* 

齿面接触分析(Tooth contact analysis, TCA)是
设计螺旋锥齿轮和检验齿轮接触质量的重要手段。

国内外的学者对此进行了深入的研究。根据齿面接

触分析中的锥齿轮模型可以把相关文献分为两类：

第一类，LITVIN[1]、西北工业大学方宗德等 [2]的锥

齿轮研究模型，根据理论的齿面加工参数建立的数

学模型，然后再根据理论的齿面接触轨迹图以及运

动曲线图对齿面加工参数进行优化，这些理论模型

没有考虑齿面加工过程中的加工误差的影响；第二

类，王军[3]、王延忠[4]和李小清[5]研究中使用的锥齿

                                                        
* 国家重点基础研究发展计划资助项目(973 计划，2005CB724100)。 
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轮模型，这些模型的建模方法是由齿轮测量机进行

齿面采点，然后通过数学拟合方法对齿面离散点进

行拟合而成新的齿面，再进行齿面接触分析。 
实际齿面的生成与机床运动几何误差是相关

的，过去的机械式螺旋锥齿轮加工机床对机床运动

几何误差的反馈调整很困难。传统 TCA 分析中并没

包括机床运动几何误差，这是与机械式螺旋锥齿轮

加工机床特征相符的。传统 TCA 分析中没有包括机

床运动几何误差，依据传统 TCA 的结果对齿面进行

反调修形时也就没有直接计及机床运动几何误差的

影响。 
对五轴联动全数控加工机床而言，其数控系统

和现有的数控技术对机床运动几何误差的反馈调整

从技术上已没有障碍，只要给出合适的反馈调整数

学模型和方法，就可实现对机床运动几何误差的反
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馈调整。因此，现有的 TCA 方法相对于五轴联动全

数控加工机床的高性能背景而言存在有待改进与完

善的地方。国内外已有学者开始研究包含误差在内

的齿面接触质量分析方法，但一般只是包含齿轮副

的安装误差的分析模型[6-7]。 
本文以多体系统误差建模理论和齿轮啮合原

理为基础，以五轴联动螺旋锥齿轮加工机床为对象，

提出了含有机床运动误差以及齿轮副安装误差的螺

旋锥齿轮齿面接触分析方法，并以弧齿锥齿轮为例，

详细介绍了 ETCA 的计算过程。 

1  五轴运动误差的机床几何运动 
 误差建模 

利用多体动力学理论对复杂机械系统进行建

模的研究方法已在五轴加工中心的误差补偿中得到

了广泛、成功的应用[8-11]。本文以图 1 所示五轴联

动螺旋锥齿轮磨齿机床为研究对象，利用多体动力

学系统误差建模理论建立该机床运动误差模型。 

 
图 1  五轴联动螺旋锥齿轮磨齿机结构简图 
1. 床身  2. x 方向工作台  3. y 方向工作台  4. 砂轮 

5. z 方向工作台  6. 轮坯旋转台  7. 轮坯 
1.1  机床多体系统的典型体确定 

图 2 为图 1 所示的五轴联动螺旋锥齿轮磨齿机

多体系统拓扑结构图。本文中将五轴联动螺旋锥齿轮

磨齿机分成两个分支，一个是刀具分支：砂轮(B4)－  
y 轴工作台(B3)－x 轴工作台(B2)－床身(B1)－大地

(B0)；二为工件分支：齿轮轮坯(B7)－B 轴旋转工作

台(B6)－z 轴工作台(B5)－床身(B1)－大地(B0)。 

 
图 2  五轴联动螺旋锥齿轮磨齿机多体系统拓扑图 

图 2 所示数控磨齿机多体系统拓扑图中, 每个

物体都有1个相邻的较低序号物体。为编制算法, 需
要为系统中每个物体的较低序号体制定一个表格,
用 L(K)表示，成为较低序号体阵列，简称低序体阵

列。表 1 为图 1 机床多体系统拓扑关系表。 

表 1  图 1 机床多体系统拓扑关系表 

序列体 B1 B2 B3 B4 B5 B6 B7 

L1(K) B0 B1 B2 B3 B1 B5 B6 

L2(K) － B0 B1 B2 B0 B1 B5 

L3(K) － － B0 B1 － B0 B1 

L4(K) － － － B0 － － B0 
 

1.2  多体系统几何运动误差分析模型 
根据文献[9-10]，引入误差变换矩阵及误差矢

量，可得典型体 Bk 及其相邻低序体 Bj 间的误差模

型(图 3)。当典型体 Bk 位移为零时，误差为零。此

时 Ok 与 Qk 重合，qk 表示 Bj 原点 Oj 与 Bk 原点 Ok

间位置矢量，qke表示位置误差矢量，含载荷变形热

变形等误差。sk 是表示 Bk 相对 Bj 的位移矢量。ske

表示位移误差矢量，含几何和运动误差。 

 
图 3  有误差时多体系统中典型体与其相邻低序体位置图 

根据文献[9]，可以用 4×4 阶 Denavit-Hartenberg
齐次变换矩阵描述多体系统。本文设两个相邻的机

床运动构件存在典型体位置误差矢量 qke 以及运动

误差 ske 时，这两个相邻体间的变换矩阵为 
 AS ASp ASpe ASs ASse = V V V V V  (1) 

式中 VASp 用于描述理想情况下，低序体分支中任意

体的位置坐标系相对于其低序体运动坐标系的变换

矩阵。本文中在绝大多数坐标系设置中，为简便运

算，设 VAsp=I，即任意体位置坐标系与其低序体运

动坐标系重合。VASs 用于描述理想情况下，低序体

分支中任意体运动坐标系相对于其位置坐标系的变

换矩阵。VASpe用于描述任意体位置误差变换矩阵。

VASse 用于描述任意体运动误差变换矩阵。VAS 中矩

阵的具体形式在文献[9-10]中已有详细说明，本文就

不赘述。 
1.3  五轴联动螺旋锥齿轮磨齿机几何运动误差模型 

根据多体系统几何运动误差分析模型，本文建
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立五轴联动螺旋锥齿轮磨齿机几何运动误差模型  
如下。 

(1) 砂轮与 y 向工作台之间的转换矩阵 

4p 4p 4p 4

4p 4p 4p 4
AS34 ASpe34

4p 4p 4p 4

1   ( )
 1 ( )

= =
1 ( )

0 0 0 1

z y x x

z x y y

y x z z

s T
s T
s T

ε ε δ
ε ε δ
ε ε δ

− + Δ⎛ ⎞
⎜ ⎟− + Δ⎜ ⎟
⎜ ⎟− + Δ
⎜ ⎟
⎝ ⎠

V V

  (2) 
式中ε4px、ε4py、ε4pz 是砂轮主轴与 y 向工作台的坐标

轴之间垂直度误差，本文中设为 0；δ4px、δ4py、δ4pz

是砂轮主轴沿 x、y、z 轴三个方向的直线偏差，    
Δ s4x(T)、Δ s4y(T)、Δ s4z(T)是砂轮沿 x、y、z 的热

漂移误差。 
(2) 沿 y 向工作台移动变换矩阵。实现垂直   

刀位 
AS23 ASpe23 Ass 23 ASse23

3p

3p 3p 2 02

3p

3s 3s 3s 3

3s 3s 3s 3

3s 3s 3s 3

 

1 0 0 1 0 0 0
1 0 0 1 0 sin

0 1 0 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0 0 1

1 ( )
1 ( )

1 ( )
0 0 0 1

z

z x

x

z y x x

z x y y

y x z z

S q

y T
y T
y T

ε
ε ε

ε

ε ε δ
ε ε δ
ε ε δ

= =

−⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟−⎜ ⎟⎜ ⎟ ×
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

− + Δ⎛ ⎞
⎜ ⎟− + Δ⎜ ⎟
⎜ ⎟− + Δ
⎜ ⎟
⎝ ⎠

V V V V

式中 S2 是径向刀位，q02 是刀位角。ε3px，ε3pz 是 y–x
平面、y–z 平面垂直度误差，ε3sx、ε3sy、ε3sz 分别是 y
向工作台移动时引起的角度误差分量；ε3sx、ε3sz、ε3sy

分别是 y 向工作台移动引起的 x、z 方向直线度偏差

以及 y 向的定位误差；Δ y3x(T)、Δ y3y(T)、Δ y3z(T)
是 y 向工作台沿 x、y、z 的热漂移误差。 

(3) 沿 x 向工作台移动变换矩阵。实现水平    
刀位 

AS12 ASpe12 ASs12 ASse12

2p 2p 2 2

2p

2p

2s 2s 2s 2

2s 2s 2s 2

2s 2s 2s 2

=

1 0 1 0 0 cos
1 0 0 0 1 0 0

0 0 1 0 0 0 1 0
0 0 1 0 0 0 1

1 ( )
1 ( )

1 ( )
0 0 0 1

y z

y

z

z y x x

z x y x

y x z x

S q

x T
x T
x T

ε ε
ε

ε

ε ε δ
ε ε δ
ε ε δ

=

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟−⎜ ⎟⎜ ⎟ ×⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟− ⎝ ⎠⎝ ⎠

− + Δ⎛ ⎞
⎜ ⎟− + Δ⎜ ⎟
⎜ ⎟− + Δ
⎜ ⎟
⎝ ⎠

V V V V

0

 

  (4) 

式中ε2pz、ε2py 是 z–x、y–x 平面垂直度误差，ε2sx、ε2sy、

ε2sz 分别是 x 向工作台移动时引起的角度误差分量；

ε2sy、ε2sx、ε2sz 分别是移动引起的位移误差以及直线

度偏差；Δ x2x(T)、Δ x2y(T)、 Δ x2z(T)是 x 向工作台

沿 x、y、z 的热漂移误差。 

(4) 沿 z 向工作台移动变换矩阵。实现床位 

 AS51 ASs51 ASse51
B2

1 0 0 0
0 1 0 0

=
0 0 1
0 0 0 1

x

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟= ×
⎜ ⎟−
⎜ ⎟
⎝ ⎠

V V V   

 

5s 5s 5s 3

5s 5s 5s 3

5s 5s 5s 3

1 ( )
1 ( )

  
1 ( )

0 0 0 1

z y x x

z x y y

y x z z

z T
z T
z T

ε ε δ
ε ε δ
ε ε δ

− + Δ⎛ ⎞
⎜ ⎟− + Δ⎜ ⎟
⎜ ⎟− + Δ
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (5) 

式中 xB2是床位，ε5sx、ε5sy、ε5sz分别是 z 向工作台移

动时引起的角度误差分量；δ5sx、δ5sy、δ5sz分别是移动

引起的直线度偏差以及位移误差；Δ z5x(T)、Δ z5y(T)、
Δ z5z(T)是 z 向工作台沿 x、y、z 的热漂移误差。 

(5) 沿轮坯调整轴 B 轴转动变换矩阵。实现轮

坯安装角α安装 

 

2

AS65 ASs65 ASse65

cos 0 sin
0 1 0 0

= =
sin 0 cos 0

0 0 0 1

xα α

α α

− −⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟ ×
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

V V V   

 

6s 6s 6s 6

6s 6s 6s 6

6s 6s 6s 6

1 ( )
1 ( )

  
1 ( )

0 0 0 1

z y x x

z x y y

y x z z

B T
B T
B T

ε ε δ
ε ε δ
ε ε δ

− + Δ⎛ ⎞
⎜ ⎟− + Δ⎜ ⎟
⎜ ⎟− + Δ
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (6) 

式中 x2 是轴向轮位，ε6sx、ε6sy、ε6sz 是轴旋转引起的

角误差分量；δ6sx、δ6sy、δ6sz 是旋转引起的轴位置 x、
y、z 方向位移偏差分量；Δ B6x(T)、Δ B6y(T)、Δ B6z(T)
是由温度引起的 B 轴沿 x、y、z 的热漂移误差。 

(6) 沿轮坯安装 A 轴旋转变换矩阵。实现轮坯

自转以及轮坯垂直轮位安装 

 

02
AS76 ASp76 ASpe76 ASs76 ASse76

7p 7p 7p

7p 7p 7p

7p 7p 7p

7s 7s 7s 7

7s 7s 7s

1 0 0 0
0 1 0

=
0 0 0 0
0 0 0 1

1 1 0 0 0
1 0 cos sin 0

1 0 sin cos 0
0 0 0 1 0 0 0 1

1 ( )
1

x y x

x z y

y z z

z y x x

z x

E

A T

ε ε δ
ε ε δ ϕ ϕ
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ε ε δ
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⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟= ×
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

−⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟−⎜ ⎟⎜ ⎟ ×
⎜ ⎟⎜ ⎟− −
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

− + Δ
−

V V V V V

7

7s 7s 7s 7

( )
1 ( )
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y y
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A T
A Tε ε δ

⎛ ⎞
⎜ ⎟+ Δ⎜ ⎟
⎜ ⎟− + Δ
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

(7)

(3)
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式中 E02 是垂直轮位，ε7px、ε7py、ε7pz 是工件安装轴

A 轴与 z 向工作台的坐标轴之间垂直度误差；δ7px、

δ7py、δ7pz 是工件安装轴 A 轴沿 x、y、z 轴三个方向

的直线位置偏差，包含热漂移误差，立柱变形误差

等。ε7sx、ε7sy、ε7sz 是轴旋转引起的角误差分量；δ7sx、

δ7sy、δ7sz 是旋转引起的轴位置 x、y、z 方向位移偏

差分量； ( )x TΑ7Δ 、 ( )y TΑ7Δ 、 ( )z TΑ7Δ 是由温度引

起的 A 轴沿 x、y、z 的热漂移误差。 

(7) 机床床身与大地惯性坐标系转换矩阵 

 AS =V I  (8) 

2  ETCA 算法的建立 

2.1  含机床几何运动误差的大小轮齿面方程的建立 
以大轮凸面加工为例，建立大轮多体系统加工

误差模型。 
大轮加工过程中刀具和工件的位置如图 4a、4b

所示。O 是机床床身中心(与惯性坐标系 G 重合)，
Oc 是刀具坐标系中心，Og 是齿轮坐标系中心，On

是机床过渡坐标系，Od 是摇台坐标系，Og 是轮坯坐

标系。 
由图 4a 可知，在砂轮坐标系内砂轮理论切削点

M 矢径 Rc、法线方程 Nc 如式(9)、(10)所示 

 
02 2 2

c 02 2 2

2 2

( sin )cos
( sin )sin

cos

r s c b
r s c b
s c

−⎧
⎪= − −⎨
⎪ −                  ⎩

R  (9) 

 
2

c 2

2

cos cos
cos sin
sin         

c b
c b
c

⎧
⎪= −⎨
⎪−⎩

N  (10) 

根据上述多体系统有误差情况下的描述方法，

设刀具坐标系中砂轮上的点的理论位置矢量为 Rc，

工件坐标系内工件上相应加工点的理论位置矢量为

Rg。没有误差的情况下两矢量应该相等；在有误差

存在的情况下，齿面方程推导过程如下。 
在刀具分支中，切削面方程 Rc、Nc相对于机床

坐标系 G 的表达式为 
 cG AS01 AS12 AS23 AS34 c = R V V V V R  (11) 

 cG AS01 AS12 AS23 AS34 c = N V V V V N  (12) 

则含有误差的齿轮面方程 
 be AS65 AS51 AS10 cG= R V V V R  (13) 

 be AS65 AS51 AS10 cG= N V V V N  (14) 

根据文献[12-13]以及啮合原理即可求出大小轮

含有加工误差的齿面方程。 

 

图 4  大轮加工情况示意图 

大小轮的加工过程中，应满足啮合原理，据此

可求出齿面参数 s2=s2( Δ q2, 2θ )即 

 be b

se s

0
0

=⎧
⎨ =⎩

N V
N V

i
i

 (15) 

式中 Vb，Vs 分别是大轮小轮与产形轮在切削点处的

相对运动速度。 

大轮方程为 

 Rbe = Rbe ( 2qΔ , θ2) (16) 

法线方程为 
 Nbe = Nbe ( 2qΔ , θ 2) (17) 

小轮齿面为 

 Rse  = Rse( 1qΔ , θ 1) (18) 

小轮法线为 

 Nse  = Nse( 1qΔ , θ 1) (19) 

Δ q,θ分别是齿轮加工中角向刀位的变化量、砂

轮刀盘相位角。 
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2.2  含有安装误差的齿轮副装配 
把加工好的大小轮按照设计要求装配在一起，

即按照设计的轴交角 Σ 、安装距 E、以及 V/H 值进

行安装检验。 
H 是小轮安装距改变量，J 是大轮安装距改变量，

V 是小轮偏置距的改变量。引入安装误差 ΣΔ 、 VΔ 、

HΔ 、 JΔ ，使得齿轮副在Σ Σ+ Δ 、V+ VΔ 、H+ HΔ 、

J+ JΔ 的有误差安装条件下进行安装，如图 5a、5b 所示。 

 

图 5  齿轮副的实际安装示意图 

设在此安装条件下，当大轮绕 p2 轴旋转η2 角，

小轮绕 p1 旋转η1 角时，大轮上的 M 点就会和小轮

上的 M 点共轭接触，则在接触位置小轮齿面方程和

法矢变为 

s se 1 1 1 se 1 1 1 se 1

s se 1 1 1 se 1 1 1 se 1

=( ) ( ) cos ( )sin
=( ) ( ) cos ( )sin

η η
η η

+ × × + ×⎧
⎨ + × × + ×⎩

R R p p p R p p R
N N p p p N p p N

i
i

  (20) 

大轮齿面方程和法矢变为  

 

b be 2 2 2 be 2 2

2 be 2

b be 2 2 2 be 2 2

2 be 2

=( ) ( ) cos
        ( )sin

=( ) ( ) cos
        ( )sin

η
η

η
η

+ × × +⎧
⎪ ×⎪
⎨ + × × +⎪
⎪ ×⎩

R R p p p R p
p R

N N p p p N p
p N

i

i
 (21) 

根据齿面啮合原理 Rs、Rb、Ns、Nb 应满足方程

式(22) 

 2 1b s

b s

O O= +⎧⎪
⎨

=⎪⎩

R l R

N N            
 (22) 

此时理论接触点的理论传动比 

 2 b b 2 be be

1 s s 1 se se

( , , ) ( , , )
( )

( , , ) ( , , )
i t = =

p R N p R N
p R N p R N

 (23) 

在给定的一组齿面参数 2qΔ 、 2θ 、 1qΔ 、θ1 之

后，可以求出接触点的位置矢量 Rs、Rb，则两交叉

点位置矢量
2 1O Ol 为  

 
2 1O Ol ＝ s b−R R  (24) 

设小轮的安装距改变量是 H，大轮的安装距的

改变量是 J，小轮的偏置距是 V，计算公式如下 

 

2 1

2 1

2 1

2

1

( , , )
sin

( , , )
sin

O O

O O

O O

H

V E

J

∑

∑

⎧
= −⎪

⎪⎪ = − +⎨
⎪
⎪ = −⎪⎩

l p j

l j

l p j

i  (25) 

2.3  ETCA 算法 
ETCA 算法步骤如下。 
(1) 在大轮上指定一个起始点(即给定这点到大

轮轴线的半径 r20，以及此点在大轮轴线上的投影到

交叉点 O2 的距离 L20)。 
(2) 用二元迭代法求解方程组式(26)，求解出与

大轮初始点相对应的大轮齿面参数 2qΔ 、θ2 

 20 be 2

20 be 2

r
L

⎧ = ×⎪
⎨

=⎪⎩

R p
R pi

 (26) 

(3) 用二元迭代法求解方程组式(27)，求得在与

理论安装位置上的大轮初始点相匹配的小轮的接触

初始点的齿面参数 2qΔ 、θ1。这点的传动比等于理

论值为 z2/z1 

 
2 1

0
( ) /
J
i t z z

=⎧
⎨ =⎩

 (27) 

(4) 由这一组齿面参数 Δ q1、θ 1、 Δ q2、θ 2,

就可以确定 Rs、Rb、 1 2O Ol ，再由式(25)确定与之对

应的 V、H 值。此 V、H 值就是理论安装位置的安

装调整值。 
(5) 在大轮齿面上指定齿面外端、内端、中部

的一点，按式(25)求解 V、H 值，加上安装误差值即

可求出三个点的实际安装调整值。在实际调整值安

装条件下，用三元迭代法求解矢量方程式(28)，就可

以求解出下一个接触点，按一定的步长增加或减少

2qΔ ，求出下一接触点，直至超出大轮齿面的范围 
 Rb= 2 1O Ol +Rs (28) 

(6) 画运动曲线图。大轮和小轮在进行齿面接

触仿真分析时，只有齿面中部计算点的传动比等于
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理论值 z2/z1，在其余各个接触点上是不一定等于传

动比 z2/z1 的，因此存在传递误差。 
小轮齿面上接触点的坐标在确定时，小轮已经

从机床调整位置绕轴 p1 轴转过了ϕ1=i01 1qΔ 角，装配

之后又绕 p1 轴转过了η1 角才进入啮合。因此，小轮

从机床调整位置到啮合位置，小轮转过的角度

ε=ϕ1+η1。同理大轮转过的角度ε2=ϕ2+η2。 
记第一个接触点，小轮大轮从机床调整位置到

啮合位置转过的角度分别是ε10、ε20，那么齿轮从第

一个接触点位置到现在接触点位置的转角是 

 1 1 10

2 2 20

ε ε ε
ε ε ε

Δ = −⎧
⎨Δ = −⎩

 (29) 

当齿轮副的传动比固定时，小轮转过 ε1Δ 时，

大轮的转角应该为 ε2Δ ＝(z1/z2) Δ ε1。但实际传动比

是实时变化的，则 ε2Δ ≠(z1/z2) Δ ε1，其误差为 

 1
2 1

2

z
z

ε ε εΔ = Δ − Δ  (30) 

以 ε2Δ 为横坐标， εΔ 为纵坐标所做的曲线图就

是齿面接触分析的运动曲线图。其中 εΔ 可能很小，

就需要放大10 4～10 5 倍后再进行画图。 
绘图过程可调用 MATLAB 的绘图命令 plot 得

到齿轮副的传动误差图和接触轨迹线。在求解非线

性方程的过程中，可直接调用 MATLAB 的 Fsolve
函数进行求解，避免用其他编程语言时需要编写复

杂的程序求解非线性方程的难题，大大简化了编程  
工作。 

3  ETCA 实例 

3.1  计算实例与计算结果 
本文以弧齿锥齿轮(SGM 加工调整卡)为例，对

大轮凸面与小轮凹面进行 ETCA 接触分析。 
根据课题组前期工作[14]测得的机床加工误差

数据，选择机床在齿面中点处的几何运动误差如表

2 所示。 

表 2  齿面中点处的机床几何运动误差值 

误差名称 误差值 误差名称 误差值 

沿 x 轴直线运动误差 绕 B 轴转动误差 

旋转误差ε2sx / μrad 8 旋转误差ε6sx / μrad –50 
偏摆误差ε2sy / μrad 2 偏摆误差ε6sy / μrad –2 
俯仰误差ε2sz / μrad 1.5 俯仰误差ε6sz / μrad –3 
(δ2sx+ 2xxΔ (T))/ mm 

(δ2sy+ 2xxΔ (T))/ mm 
0.01 

0.004 

(δ6sx+ Δ B6x(T))/ mm 

(δ6sy+ Δ B6y(T))/ mm 

0.01 

–0.05 

(δ2sz+ 2xxΔ (T))/ mm –0.005 (δ6sz+ Δ B6z(T))/ mm –0.06 

(续) 
误差名称 误差值 误差名称 误差值 
沿 y 轴直线运动误差 绕 A 轴转动误差 

旋转误差ε3sx / μrad 5 旋转误差ε7px / μrad –80 
偏摆误差ε3sy / μrad 4 偏摆误差ε7py / μrad 2 
俯仰误差ε3sz / μrad 3 俯仰误差ε7pz / μrad –3 
(δ3sx+ 3yyΔ (T))/ mm 0.008 (δ7sx+ 7xΑΔ 7x(T))/ mm 0.01 

(δ3sy+ 3yyΔ (T))/ mm 0.04 (δ7sy+ 7 yΑΔ (T))/ mm 0.02 

(δ3sz+ 3yyΔ (T))/ mm –0.03 (δ7sz+ 7zΑΔ (T))/ mm 0.03 

沿 z 轴直线运动误差 砂轮主轴位置误差 

旋转误差ε5sx / μrad –1 (δ4px+ 4xSΔ (T))/ mm 0.02 

偏摆误差ε5sy / μrad –1 (δ4py+ 4ySΔ (T))/ mm 0.03 

俯仰误差ε5sz / μrad –1 (δ4pz+ 4zSΔ (T))/ mm –0.02 

(δ5sx+ Δ z5x(T))/ mm 
(δ5sy+ Δ z5y(T))/ mm 
(δ5sz+ Δ z5z(T))/ mm 

0.05 
0.04 
0.01 

  

各轴之间垂直度误差 
(εnpx, εnpy,εnpz,n=1～7) 

A 轴位置偏差 
(含立柱变形误差) 

εnpx / μrad 56 δ7px/ mm 0.03 
εnpy / μrad 30 δ7py/ mm –0.04 
εnpz/μrad 45 δ7pz/ mm 0.03 

齿轮副安装误差 
轴交角误差 

ΣΔ / rad 0.001 

小轮偏置距误差 
VΔ / mm 0.04 

大轮安装距误差 
JΔ / mm 0.080 

小轮安装距误差 
ΗΔ / mm –0.05 

 
齿轮设计以及加工调整参数如表 3、4 所示。 

表 3  齿轮加工调整参数 
加工参数 小轮 大轮 

砂轮半径 r02/ mm 145.923 152.4 
砂轮外刃角 c1/ ( o) 18.75 18.75 
砂轮内刃角 c2/ ( o) 21.25 21.25 
砂轮顶宽 bs/ mm 1.651 3.81 
径向刀位 S2/ mm 154.127 146.886 
刀倾角 i/ ( o) 0 0 
刀转角 j/ ( o) 0 0 
垂直轮位 E02/ mm –1.463 0 
轮坯安装角α / ( o) 42.728 42.728 
床位 xB2/ mm 4.374 0 
水平轮位 x2/ mm –6.446 0 
角向刀位 q02/ ( o) 55.706 54.093 
滚比 i0 1.365 1.413 

表 4  齿轮设计参数 

设计参数 小轮 大轮 
齿数 z 37 37 
模数 m － 8 
齿面宽 b/ mm 63 63 
压力角α0/ ( o) 20 － 
轴交角Σ / ( o) 90 － 
齿顶高 hf/ mm 6.8 6.80 
齿根高 ha/ mm 8.3 8.30 
全齿高 h/ mm 15.1 15.10 
节锥角δ/ ( o) 45 45 
面锥角δa/ ( o) 47.267 47.267 
根锥角δf/ ( o) 42.733 42.733 
齿根角θf/ ( o) 2.267 2.267 
旋向 左旋 右旋 
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根据 ETCA 的分析方法，可得到齿面接触轨迹、

接触区、运动曲线图。限于篇幅，以大轮齿面中点

接触为例，将 ETCA 和 TCA 分析结果比较如下，

见图 6～12。 

 

图 6  运动误差影响下 ETCA 大轮齿面中点接触区图 

 

图 7  运动误差影响下 ETCA 齿面中点运动曲线图 

 

图 8  TCA 大轮齿面中点接触区图 

 

图 9  TCA 大轮齿面中点运动曲线图 

 

图 10  运动误差影响下接触轨迹比较图 

 

图 11  安装误差影响下大轮中点运动曲线 

 

图 12  安装误差影响下的 ETCA、TCA 接触轨迹比较图 

3.2  结果分析 
从理论 TCA 与 ETCA 的分析结果(图 6～12)可

以看出，机床运动误差和齿轮副的安装误差对齿面

接触分析结果有着较大的影响，机床运动误差和齿

轮副安装误差的影响使齿面接触区轨迹方向发生较

大的偏差；机床几何运动误差的影响，使大轮齿面

中点处运动误差幅值分别由原来的–26.929、–37.121
变为–2.874、–53.133(图 7)；齿面中点处到齿轮大端

的接触点的运动误差出现正值，其值范围为 0～
6.155。由图 11 分析可知，安装误差也使得运动曲

线幅值发生较明显的变化，运动误差幅值变为

–25.366、–56.686。 
由图 7、11 可以看出，机床运动几何误差和安

装误差使得运动曲线发生了较大变化，运动曲线对

称性变差，曲线幅值也产生了较大的变化，而运动

曲线幅值的变化将对齿轮副加载后的振动情况产生

较大的不良影响[15]；图 7 中，运动曲线甚至出现正

值部分，说明大轮的回转超前于理论值，这是由于

在机床运动几何误差的影响下，齿高方向没有修正
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甚至高出于理论齿面。图 10、12 中，在运动和安装误

差的影响下，齿面接触轨迹线发生了偏转的偏移。 
分析说明机床运动误差和安装误差对螺旋锥齿

轮的齿面接触性能有较大的影响，为了更好地通过

齿面分析结果达到更准确的反调加工参数的目的，

采用 ETCA 的接触分析结果进行反调则更为合理。 

4  结论 

(1) 基于多体系统动力学理论，建立五轴数控

磨齿机误差建模。 
(2) 根据误差模型和 TCA 原理，提出有误差的

螺旋锥齿轮传动接触分析新方法，即 ETCA。 
(3) 分析发现机床运动几何误差和齿轮副安装

误差对齿面接触质量影响很大，尤其对齿面接触运

动曲线和接触线轨迹有较大影响，利用 ETCA 结果

进行齿面加工参数的反调更为接近实际工况，更为

合理。 
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