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摘要：在考虑主动轴驱动转矩波动及齿轮副齿侧间隙的情况下，建立了单间隙齿轮系统 Rattling 分析的集中质量模

型。计算了不同激励频率下齿轮系统振动性态随着激励幅值的增大而变化的规律。从计算得到的齿轮系统工作状

态图，分析了齿轮系统振动噪声随着激励频率增大而变化的规律。计算结果还表明：激励频率在 366.5 rad·s–1以

下时，随着激励幅值的增大，齿轮系统由完全啮合状态的单周期振动直接激变为时而啮合时而脱啮碰撞状态的混

沌振动，而在这一混沌区域内还有可能出现周期窗口；在完全脱啮的状态下，随着激励幅值的增大，某些激励频

率下，依次出现单周期、三周期之后变为混沌振动；某些激励频率下，依次出现单周期、二周期、四周期的周期

倍化变为混沌振动；以固有频率激振时，齿轮副在时而啮合时而脱啮碰撞的状态表现为四周期的周期振动，而且

随着激励幅值的增大还会出现齿轮副完全啮合的单周期振动，之后又激变为完全脱啮的混沌振动，表现为更加复

杂的非线性特征。 
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0  前言 1 

齿轮系统的拍击振动不仅对齿轮系统动态特性

产生不良影响，同时也是引起齿轮传动系统噪声的

主要原因，是一类典型的混沌振动。早期以 R. L. 
Seaman，R. Singh，A. Szadkwski 等为代表的学者们

所研究的拍击振动问题主要是拍击门槛值理论[1~3]

和汽车齿轮箱的拍击振动及降噪问题[2,4,5,7]所考虑

的非线性因素主要是齿侧间隙和离合器间隙，并对

间隙做分段线性处理，最后用于分析计算的模型一

般是只考虑扭转激励的单自由度系统。1990 年，           
F. Pfeiffer，A. Kunert 等研究了确定性模型向随机性

模型的转换问题[6]，建立了一个离散的 Rattling 振动

模型，指出 Rattling 振动具有混沌性质。近年来，

Q. Feng[8]、冯奇[9,11]及温建明[10,12]分别建立了单级、

二级齿轮传动系统的随机调幅拍击模型。 
实际上齿轮传动只是机械传动系统的一个中间

环节，亦即齿轮系统的输入和输出端尚联有其他环

节，因此必须予以考虑。将这些环节(包括原动机和

执行机构)等效为两个惯性盘，建立了一种同时考虑

齿侧间隙和构件刚性的较为完整的齿轮系统

Rattling 分析模型，并研究了在驱动力矩波动的激励

下，齿轮系统 Rattling 的非线性动力学行为性态。 
 

                                                        
*  国家自然科学基金资助项目 (50075070)。20021127 收到初稿，

20030820 收到修改稿 

1  齿轮系统 Rattling 振动模型 

图 1 为单间隙齿轮系统的 Rattling 振动模型的

简图。齿轮 2 和 3 啮合副的齿侧间隙为 nδ ，将其折

合成角度间隙 b2n / rδθ = 。将齿轮传动前、后的其

他环节分别简化成惯性质量盘 I1 和 I4。设两惯性质

量盘及两齿轮的角位移分别为 1θ 、 2θ 、 3θ 和 4θ 。

于是，系统的非线性动力学方程为 
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图 1  齿轮系统模型 

按照 2δ 的不同，齿轮传动有 5 种运动状态 
 2δ ＞0   齿面啮合 
 2δ =0    齿面碰撞 
 2δ = –θ   齿背碰撞 
 0＞ 2δ ＞–θ  脱啮 
 2δ ＜–θ  齿背啮合 

由式(1)则有 
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(2) 
式(2)中的间隙非线性函数为 
            2δ             2δ ＞0 

 =),( 2 θδf   0           –θ ≤ 2δ ≤0 (3) 
            )( 2 θδ +        2δ ＜–θ  

若在脱啮状态下，则应令运动方程式中含有

2ζ 、 2k 、 n2ω 的相应项为 0。 

以上各式中 
 z2, z3 ——齿轮齿数 
 rb2, rb3 ——齿轮基圆半径 
 Ii ——极转动惯量(i=1,2,3,4) 
 iθ  ——角位移(i=1,2,3,4) 
 iδ  ——相对角位移(i=1,2,3) 

 1k  ——主动轴扭转刚度 

 2k′  ——轮齿啮合刚度 

 3k  ——从动轴扭转刚度 

 1c  ——主动轴扭转阻尼 

 2c′  ——轮齿啮合阻尼 

 3c  ——从动轴扭转阻尼 
 miT  ——平均驱动力矩 
 aiT  ——驱动力矩变化幅值 

 ω  ——激励角频率 
 LT  ——平均负载力矩 

 nδ  ——齿侧间隙 

 θ  ——角度间隙 
 iζ  ——阻尼比 

 i23 ——齿轮传动比，
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2  运动方程的量纲一化 
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按上述量纲一方法对各种状态下的运动方程处

理后得到相应的量纲一方程分别为 
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而碰撞前后的速度关系( 02 =δ 或 θδ −=2 )，根

据碰撞原理可得 

 −+ −= 22 δεδ &&  (5) 

式中  ＋, －——碰撞后和碰撞前的速度 
           ε ——碰撞恢复系数，在文中计算中取

其值为 0.8 
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3  齿轮系统 Rattling 特性分析 

3.1  系统参数 
以模数 m＝3 mm，齿数 z2 ＝z3＝40 的两个齿

轮所组成的系统为对象进行了计算。转动惯量 I1、

I2、I3、I4 分别为 2.80、2.65、2.60 和 2.70 kg·m2，

阻尼比 1ζ 、 2ζ 、 3ζ 分别为 0.05、0.10、0.05，平均

力矩 Tmi=6 N·m，θ 为 0.001 rad，刚度 1k 、 3k 均为

3.5×105 N·m·rad–1，而 2k ′ =1.132×108 N·m–1。 
3.2  激励频率对齿轮系统拍击振动的影响 

根据所给系统参数算出的三个固有频率中最小

的一个是 1ω =506.8 rad·s–1。采用四阶 Runge-Kutta

法计算了当激励频率小于固有频率时，随着转矩激

励幅值 Tai 的增大，系统振动性态的变化情况。 

 

图 2  齿轮系统的工作状态 

图 2 为不同激励频率下齿轮系统的工作状态

图。开始脱啮线以下齿轮副不脱啮；完全脱啮线以

上齿轮副完全脱啮；而两线之间齿轮副既有啮合又

有脱啮碰撞。可以看出，当激励频率小于二分之一

的固有频率 1ω 时，齿轮副开始脱啮的激励幅值将随

激励频率的增大而减小，并在大约二分之一固有频

率处有一极小值，之后又有一个增大—减小—增大

的过程。随着激励频率的增大，齿轮副完全脱啮的

激励幅值的变化规律与前者类似，只是它的第一个

极小值出现在比二分之一固有频率稍大的频率上。

而二分之一固有频率之后既有啮合又有脱啮碰撞的

区域却愈来愈小，在ω =366 rad·s–1 左右以后该区

域消失。 
齿轮传动系统的噪声主要来源于齿轮副的拍击

振动。开始脱啮的幅值愈小，说明齿轮系统愈易产

生拍击振动和噪声；而齿轮副既有啮合又有脱啮碰

撞的区域愈小，说明齿轮副的拍击振动对激励幅值

的增加更敏感，即激励幅值有较小的增加，就会使

拍击的振幅和速度有较大的增加，振动的噪声也就

会有较大的增高。按照这个观点，齿轮传动的噪声

应是随着激励频率的提高而增大，并在大约二分之

一固有频率处有一极大值。这一结果与参考文献[13]
的试验结果在定性上甚为类似。 
3.3  激励幅值对齿轮系统拍击振动的影响 

通过计算发现，在不同的激励频率下，随着转

矩激励幅值 Tai 的增大，齿轮系统从单周期振动通向

混沌振动的道路是不同的。 
3.3.1  单周期激变为混沌 

在小于ω =366.5 rad·s–1 的频率范围内，相应

于某一频率，在小于某一激励幅值时，齿轮系统将

处于啮合状态而不会脱啮，系统表现为单周期振动。 
随着激励幅值的增大，齿轮系统开始出现脱啮

现象，表现为时而啮合时而脱啮碰撞，并且没有规

律可言，成为一种典型的混沌振动。从完全啮合啮

合状态的单周期振动到时而啮合时而脱啮碰撞状态

的混沌振动之间并没有出现分岔，而是直接激变为

混沌。但是，在这一混沌区域中往往也会出现周期

窗口。 
图 3 为ω =209.4 rad·s–1 时，Tai=5 N·m 时 2δ 的

相图和 Poincaré截面图。由图可以看出， 2δ 始终大

于零，表明轮齿之间没有脱啮现象发生，并且从

Poincaré截面可以明显地看出运动是单周期的。显

然，这时系统呈线性特性。 

 

图 3  ω =209.4 rad·s–1，Tai=5 N·m 时的振动特性 

当激励幅值在 5.20～7.69 N·m(Tai=6 N·m 除

外)之间变化时，齿轮的运动状态是时而齿面啮合，

时而脱啮并且齿面相互碰撞，并且 1δ 、 2δ 、 3δ 的

变化均无明显的规律可言，为典型的混沌运动状态。

图 4 为同一激励频率下 Tai=7 N·m 时 2δ 的相图及

Poincaré 截面图。从相图上可以看出，齿轮副既有

啮合( 2δ >0)又有脱啮碰撞( 2δ <0)。需要指出的是， 

 

图 4  ω =209.4 rad·s–1，Tai=7 N·m 时的振动特性 
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在相图中人为所加的竖线为辅助线，目的是为了连

接碰撞前后 2δ 的状态，直线本身并不是相图的一部

分(下同)。 
但 Tai=6 N·m 时却比较特殊，其相图及 Poincaré

截面图如图 5 所示。可以看出，齿轮副处于完全的

脱啮碰撞状态，并且齿面齿背均有碰撞，而且为两

周期的周期振动状态。说明在混沌区域中也会有周

期窗口。 

 

图 5  ω =209.4 rad·s–1，Tai=6 N·m 时的振动特性 

3.3.2  单周期分岔为三周期后通向混沌 
在小于ω =366 rad·s–1 的频率范围内，当激励

幅值进一步增大到某一值时，齿轮系统就会从时而

啮合时而脱啮碰撞的混沌振动状态变为完全的脱啮

碰撞，而不会有啮合出现。激励幅值较小时为单周

期振动。随着激励幅值的增大，有些频率下，依次

出现一周期分岔为三周期后就直接变为混沌振动。 
如在 ω =209.4 rad· s–1 的激励频率下，当

Tai=7.7～8.5 N·m 时，齿轮副只有脱啮状态，且仅

有齿面碰撞。 1δ 、 2δ 均为与激励周期相同的单周期

振动， 3δ 基本处于静止状态。图 6 所示为当 Tai=        
8 N·m 时 2δ 的相图及 Poincaré截面图。 

 

图 6  ω =209.4 rad·s–1，Tai=8 N·m 时的振动特性 

当 Tai=8.5～12.5 N·m 时，齿轮副也只有脱啮

状态，齿轮的振动为三周期运动。如图 7 所示为

Tai=10 N·m 时 2δ 的相图及 Poincaré 截面图。 

 

图 7  ω =209.4 rad·s–1，Tai=10 N·m 时的振动特性 

当激励幅值在 12.5 N·m 以上时，齿轮副同样

只有脱啮状态，但却不是周期振动，而成为混沌振动。

如图 8 所示为 Tai=13 N·m 时 2δ 的相图及 Poincaré

截面图。 

 

图 8  ω =209.4 rad·s–1，Tai=13 N·m 时的振动特性 

3.3.3  倍周期分岔通向混沌 
齿轮完全脱啮时，某些频率下，随着激励幅值

的增大，依次出现一周期、二周期、四周期的周期

倍化直到混沌振动。 
如在ω =366.5 rad·s–1 的激励频率下，当激励

幅值大于 Tai=4.506 N·m 时，齿轮完全脱啮。图 9
为 Tai=5 N·m 时 2δ 的相图及 Poincaré 截面图。由

图可见，齿轮系统为单周期振动。随着激励幅值的

增大，齿轮系统依次变为二周期、四周期直到混沌

振动，如图 10~12 所示。 

 

图 9  ω =366.5 rad·s–1，Tai=5 N·m 时的振动特性 

 

图 10  ω =366.5 rad·s–1，Tai=7 N·m 时的振动特性 

 

图 11  ω =366.5 rad·s–1，Tai=7.16 N·m 时的振动特性 
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图 12  ω =366.5 rad·s–1，Tai=7.3 N·m 时的振动特性 

3.3.4  激励频率等于固有频率时齿轮系统的拍击特性 
若激励频率恰好等于系统的固有频率时，齿轮

系统的振动表现出完全不同的性态。激励幅值 Tai

在小于 6.1 N·m 时，齿轮副处于完全啮合状态，并

且为单周期振动；激励幅值在 Tai=6.10～6.57 N·m
时，齿轮系统表现为时而啮合时而脱啮碰撞的状态，

但均为四周期振动，如图 13 所示；但随着激励幅值

增大到 Tai=6.58～6.65 N·m 时，齿轮副又处于完全

啮合状态，并且为单周期振动，如图 14 所示；激励

幅值 Tai 大于 6.65 N·m 时，齿轮副完全脱啮，双边

来回碰撞，并且为混沌振动，如图 15 所示。 

 

图 13  ω =506.8 rad·s–1，Tai=6.1 N·m 时的振动特性 

 

图 14  ω =506.8 rad·s–1，Tai=6.6 N·m 时的振动特性 

 

图 15  ω =506.8 rad·s–1，Tai=6.67 N·m 时的振动特性 

4  结论 

在考虑惯性质量盘、齿侧间隙及驱动转矩波动

的情况下，建立了单间隙齿轮系统的拍击振动模型。 
(1) 当激励频率在小于二分之一的固有频率

时，齿轮副开始脱啮和完全脱啮的激励幅值随激励

频率的增大而减小。开始脱啮的激励幅值约在二分

之一固有频率处有一极小值，而完全脱啮的激励幅

值极小值出现在比二分之一的固有频率稍大的频率

上。之后二者又有一个增大—减小—增大的过程。

大于二分之一的固有频率之后既有啮合又有脱啮碰

撞的区域却愈来愈小，在ω =366.5 rad·s–1 左右以

后该区域已不存在。 
(2) 在ω 小于 366.5 rad·s–1的频率范围内，随

着激励幅值的增大，齿轮系统由完全啮合状态下的

单周期振动直接激变为时而啮合时而脱啮碰撞状态

的混沌振动。而在既有啮合又有脱啮碰撞状态下的

混沌振动区域内，也有可能出现周期窗口。 
(3) 齿轮副在完全脱啮的状态下，随着激励幅

值的增大，在某些激励频率下，依次出现一周期分

岔为三周期后直接变为混沌振动；而在另一些频率

下，依次出现一周期、二周期和四周期的周期倍化

直到混沌振动。 
(4) 以固有频率激振时，齿轮系统的振动表现

出完全不同的性态。随着激励幅值的增大，依次出

现完全啮合状态(单周期)、时而啮合时而脱啮碰撞

状态(四周期)、完全啮合状态(单周期)和完全脱啮碰

撞状态(混沌)。 
(5) 通过对齿轮副工作状态的分析，得出了齿

轮系统振动噪声随着激励频率提高而增大、并在激

励频率约等于二分之一的固有频率处有一极大值的

结论。这一结论与试验结果相吻合。 
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Abstract：A lumped mass gear-rattling model with single 

backlash is established by considering the torque fluctuation of 

driving shaft and backlash between the gear pair. The dynami-

cal behaviors of the gear system are studied with the increasing 

excitation amplitude under different excitation frequencies. 

From the working state obtained by the calculation, the chang-

ing law of the system’s noise when the excitation frequency 

increased is analyzed. The analyzed results show that when the 

excitation frequencies are lower than 366.5 rad·s–1, the vibra-

tion state will be changed directly from period-1 state to chaotic 

state with the increasing of excitation amplitude. And in the 

period-1 state the gear teeth are always in meshing, but in the 

chaotic state the gear teeth will sometimes mesh and sometimes 

separate. Between the chaotic states, there will be a periodic 

state window. When the gear teeth completely separate, under 

some excitation frequencies the period-1, period-3 and chaotic 

vibration will occur orderly with the increasing of amplitude. 

But under some other excitation frequencies the period-1, pe-

riod-2, period-4 and other double periodic vibration till chaotic 

vibration will occur orderly. Under nature frequency, the mesh 

state is a kind of period-4 vibrations if the gear pair sometimes 

meshes and sometimes separates. When the excitation ampli-

tude increase, the gear pair will be always meshing and the state 

is a period-1 vibration. If the excitation amplitudes are larger, 

the mesh state would be changed to chaotic, and the gear pair 

would complete separate. And the phenomena will be more 

complicated. 
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