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摘要：对反求工程中三角网格数据的分割算法进行研究，提出一种基于几何图像的三角网格分割方法。在网格参数化的基础

上，改进几何图像的生成方法。结合形态学方法，用去除逼近项小波重建方法和梯度图像方法两种方法分割法矢图像，基于

阈值法分割曲率图像，把几何图像的分割结果映射回到原始网格。实例表明基于几何图像的三角网格分割方法对没有复杂自

由曲面的网格数据可以取得较好的分割效果。 
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Abstract：The segmentation algorithm of triangular mesh in reverse engineering is studied. A geometric image based segmentation 

method is proposed. The generation method of geometric image is improved on the basis of parametrization of mesh. Combined with 

morphological method, two segmentation methods of normal image are proposed. One is based on wavelet reconstruction in which 

the approximation term is removed, and the other is based on gradient image. The threshold segmentation method of curvature image 

is also studied. The segmentation result of geometric image is mapped back to original mesh. Example illustrates that the geometric 

image based segmentation method can achieve satisfactory result for mesh data without complex free form surface. 
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0  前言* 

如何得到既满足功能要求又有美观外形的

CAD 模型是机械零件反求的关键。而这样做的前提

是对大规模点云数据或者网格数据进行正确分割。

这里的分割是指将测量数据划分为特征单一、互不

重叠的区域[1]。但是已有的研究主要集中在点云数

据的分割上，对网格数据分割的研究还很少。现在

的点云数据三角化技术越来越成熟，直接由点云数

据通过三角化得到三角网格已经很容易。而且在工

程实际中用三角网格表达的模型也越来越多，而在

三角网格上操作比直接在点云上操作要方便得多，

因此在反求工程中就出现了对三角网格进行分割的

要求。已有的网格分割方法主要有两类，一类是基
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于顶点的网格分割，另一类是基于边的分割。 
基于顶点的网格分割方法是指对网格上的每一

个顶点 vi 关联一个值 li，li 包含顶点的几何信息如     
曲率、法矢等，根据 li 把网格分割为一个个具有相

近的 li 值(在一个容差范围内)的区域，这些区域由    
连接的顶点组成。通常的方法选择曲率作为 li，有

相似曲率值的顶点放在一个区域内，区域之间是曲

率值大的顶点或者曲率变化较大的顶点组成的边

界。在基于顶点的分割算法中 MANGAN 等[2]推广

了图像处理中的分水岭算法，把这个算法用于网格

的分割。他们把曲率作为一个高度场，利用最小深

度控制两个片之间的合并操作。PAGE 等[3]基于人的

视觉特性的极小准则提出了一个改进的分水岭      
算法。但是这两个算法存在过合并和欠合并及边界

问题。 
基于边的分割算法利用二面角定义的特征边形

成特征边界，利用特征边界把网格分割为几个区域。

这个方法的缺点是可能导致许多不连接的特征边，
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结果使得特征环不完整。 
为了克服基于点和基于边的分割方法的缺点，

RAZDAN 等[4]提出了一个结合分水岭算法和基于二

面角提取特征边的混合方法。但是这种方法仅能提取

高曲率边界包围的区域，而且不能识别过渡区域。 
以上区域分割方法都是直接在原始网格数据上

进行的，噪声、不均匀等数据缺陷对分割结果的影

响非常大。如果把网格数据的分割转化到规则域上

进行，利用规则域上成熟的数字信号处理技术来实

现网格的分割，就可以较好地解决直接分割方法中

存在的问题，减少噪声等缺陷的影响。 
几何图像是把网格数据转化为规则域数据的方

法之一，它通过把任意网格参数化到平面上生成能

存储模型各种属性的图像，进而利用图像处理中的

各种方法处理网格。这种方法很好地解决了网格模

型的绘制和压缩[5]。而在图像处理中，图像分割技

术已经过多年研究，有很多成熟的方法可以利用。

这使人自然地想到把几何图像用于网格数据的分

割。在这种思路下，首先对几何图像的生成方法进行

了改进，然后给出了几何图像的分割算法，最后把分

割结果映射回原始网格，得到最终的分割结果。 
首先给出基于几何图像的三角网格分割的总体

流程：① 三角网格参数化。② 平面三角网格采样

生成几何图像。③ 几何图像分割。④ 分割结果映

射回原始网格。下面按这个流程逐一进行论述。 

1  三角网格向二维网格转化 

1.1  网格参数化 
网格参数化包括把曲面分解为一组面片，在面

片和参数域之间建立一一映射。网格参数化在计算

机图形学中主要应用于纹理映射、变形、曲面重建

和修复以及栅格生成。把网格的参数化用于网格的

分割，这里参数化的主要目的是生成网格的几何图

像，以用相对成熟的图像分割方法实现网格的分割。

为了使得几何图像尽量能体现原始网格的几何信号

分布，要求参数化能够尽量保持原始三角网格上   
三角形的面积和形状，即保角、保面积、保边长    
之比。 

FLOATER[6]对已有网格参数化的方法作了很

好的综述，很多参数化方法是基于纯粹的数学理论

(如保角映射)，对于在实际中很重要的低伸缩率的

网格参数化还没有非常有效的算法。SANDER    
等[7-8]、PRAUN 等[9]、SORKINE 等[10]、MAILLOT
等[11]、ZHANG 等[12]按各自的方法给出了伸缩量的

度量，并通过最小化这些伸缩度量值来实现网格的

低伸缩率的参数化。SHIN 等[13]在 FLOATER[6]的保

形参数化算法的基础上，通过最小化加权二次能量

逐渐对已有的参数值进行优化，以使得参数化的伸

缩量最小。当参数域的边界是凸多边形时，这个优

化过程不会导致三角形的翻转。由于本文主要针对

反求工程中与圆盘拓扑同坯的网格模型的分割，要

把网格上的几何信号转化为二维的几何图像，利用

图像分割的方法实现网格数据的分割，因此选择

SHIN 的保角、保面积网格参数化算法。 
图 1 是一张中间凸起的网格及其参数化的结

果。图 2 是参数化前后相对面积之比的直方图，这

里相对面积是指三角形面积相对于总面积的比值。

可以看到相对面积之比主要分布在 1 到 3 之间，说

明参数化的结果还是比较均匀。 

  

图 1  网格参数化 

 

图 2  参数化前后相对面积之比直方图 

1.2  由几何信息生成网格纹理图 
几何图像是指反映网格上几何信息如曲率、法

矢、主方向等分布情况的图像。生成网格的几何图

像首先要把网格上各个顶点的几何信息求出，本文

所用到的几何信息有法矢、最大主曲率、最小主曲

率、平均曲率和 Gauss 曲率。关于网格上的微分量

的计算有很多研究，HAMANN[14]，CALLADINE[15]

和 KOBBELT[16]用局部拟合的二次多项式估算 3D
网格的曲率，本文采用 CALLADINE 的方法计算网

格上的微分量。 
为了用统一的框架处理不同的几何信息，需要

把顶点的几何信息转化为颜色信息。作这样转化的

主要目的在于利用人眼对色彩的敏感性，通过把几

何信息转化为颜色信息来提高人对网格几何信号的

分辨能力，同时这也是对几何信号进行量化的一个

过程。GU 等[5]对几何信息转化为颜色信息进行了研

究，李奇敏等[17]对其进行了改进。采用李奇敏等[17]

给出的几何信息转化为颜色信息的方法可以得到较
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好的纹理。图 3 是对汽车内饰件平均曲率形成的网

格纹理图进行中值滤波的结果。图 4 是图 1 中的网

格由顶点法矢和曲率生成的网格纹理图。 

       

(a) 汽车内饰件网格 (b) 汽车内饰件纹理图 

图 3  中值滤波网格纹理 

       

(a) 法矢纹理图 (b) 平均曲率纹理图 

图 4  平均曲率生成的网格纹理 

1.3  几何图像生成 
生成网格上的几何纹理之后，就可以通过在参

数域的栅格点均匀采样生成几何图像。由于所处理

的数据相对计算机图形学中所处理的复杂模型简单

得多，由参数化引起的变形也不是很大，因此采用

简单的均匀采样，其中图像的像素数目由网格的三

角片数目决定。为了使得图像的采样密度足够，几

何图像的总的像素数目与网格的三角面片数目一

致，而长宽则由矩形参数区域的长宽比例决定。 
对于一个采样点，首先决定它在参数域网格中

的位置，即位于哪一个三角形之内，然后才能通过

插值获得该像素点位置的颜色值。DEVROYE 等[18]

给出了单个点在平面 Delaunay 三角网格上的定位

算法，对于一个目标点 Q：① 在平面网格上随机抽

取 m 个点。② 从这 m 个点中查找离目标点最近的  
点作为参考点 P。③ 连接直线段 PQ，在与直线段

PQ 相交的三角形中通过点在三角形内外确定 Q 的

位置。 
对于栅格点阵，由于它的点之间有相邻关系，

因此除了第一个点之外，参考点的查找不需要随机

抽取，只要由它的相邻点确定即可。对于非 Delaunay
三角网格上点的定位则采用本文提出的递归方法   
实现。 

(1) 先判断 Q 是否在参考点 P 的相邻的三角形

{ }iT 内，如果是则输出目标点所在的三角形 qT ，返

回，否则到(2)。 
(2) 在参考点 P 的相邻的三角形{ }iT 中查找 P

的对边 e和线段 PQ相交的三角形 rT ，把网格中 e的

另一个相邻三角形 lT 中和 e相对的顶点作为参考点

P ，转(1)。 
具体如图 5 所示。 

 

图 5  栅格点的定位 

栅格点定位之后，就可以由该点在所在三角形

的重心坐标通过三角形上的线性插值获得该点的颜

色值。假设三角形T 的三个顶点 1 2 3, ,P P P 的颜色值为

1 2 3, ,C C C ，点 P 在三角形 T 中的重心坐标为

( , , )a b c ，则点 P 处的颜色值 1 2PC aC bC= + 3cC+ 。

图 6 是由图 4 中网格纹理得到的几何图像。由图 6
可见，几何图像基本可以真实地反映网格上的几何

信息分布的情况，同时对原始网格上的噪声起一定

的平滑作用。 

        

(a) 法矢生成的几何图像 (b) 平均曲率生成的几何图像 

图 6  由法矢和平均曲率生成的几何图像 

2  几何图像分割 

这里图像分割的目的是把几何图像分割为若干

具有单一属性的区域，使得一个区域对应网格上的

一个特征曲面。首先对几何图像进行分析，如图 6a
的法矢图像总共有 5 个平面区域，对应于几何图像

上 5 个颜色单一的区域，它们之间通过过渡连接，

对应于几何图像上各个单一颜色区域之间颜色渐变

的区域。而在图 6b 中，由平均曲率生成的几何图像

各平面区域的颜色一致，过渡区域和平面区域之间

的颜色差别很大。所以对于法矢图像，要检测的是

梯度不连续变化的区域也就是网格上曲率不连续的

区域，而对曲率图像则只需检测颜色的突变区域。

与法矢图像相比，曲率图像由于网格顶点曲率计算

受噪声干扰的程度比法矢计算时大，因此法矢图像
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的质量要比曲率图像好，但是曲率图像的分割则要

比法矢图像的分割简单。这里分割的主要依据是在

几何图像上过渡区域颜色的变化，在法矢图像上，

过渡区域是颜色逐渐改变的区域，而曲率图像上过

渡区域和特征曲面之间的颜色差别较大，这都可以

作为分割的依据。 
图像分割是指把图像按纹理、颜色和灰度等  

信息分割为多个区[19]。现有的图像分割方法主要  
有阈值法、区域法和边缘检测方法等，基于这几   
种方法结合各种数学理论和工具又衍生出一些新   
的图像分割技术，包括数学形态学方法、统计模   
式识别理论、人工神经网络技术、信息论理论、模

糊集理论、小波变换技术、遗传算法和水平集方法

等。这些分割方法的主要目的是提取图像中感兴趣

的区域，以便进一步地分析，而几何图像分割的主

要目的是把属于不同特征区域的数据分割出来，为

下一步曲面拟合作准备，因此对边界准确性有一定

的要求。 
2.1  基于小波的法矢图像分割 

对于法矢图像，如果各个特征区域之间通过过

渡连接，则过渡区域和特征区域之间的颜色没有明

显的跳变(法矢连续)。而法矢图像的梯度图像在过

渡区域和特征区域之间的颜色则变化明显，这是因

为法矢图像的梯度图像相当于网格的曲率图像，曲

率的不连续就导致法矢图像的梯度图像颜色的变

化。因此在分割过程中，需要突出法矢图像在过渡

区域的颜色逐渐改变的性质。图 7a 是由图 6a 中的

法矢图像所转化的灰度图像，图 7b 是图 7a 中间一

个断面的灰度变化情况，可以看到该断面上有四个

颜色变化的区域。 

     

(a) 法矢图像 (b) 断面灰度变化情况 

图 7  图 6a 中法矢图像及其中间断面灰度变化情况 

由于小波分解能够分离图像中的低频部分(颜
色均匀区域)和高频部分(颜色变化区域)，因此采用

小波分解来实现过渡区域的提取。首先对图像进行

一次小波分解，然后把逼近部分设置为 0，在此基

础上再进行重建，这样就可以突出过渡区域。图 8
是图 7a 的小波分解的结果。图 9 是图 7 的灰度图像

经过去除逼近项重建后的图像及其断面灰度变化情

况，可以看到过渡区域在这里已经凸现出来。 

 

图 8  图 7a 的小波分解 

       

(a) 去除逼近项重建后的图像 (b) 断面灰度变化 

图 9  图 7a 去除逼近项重建图像及其断面灰度变化情况 

但是这里图像的灰度值有正有负，不利于进一

步处理，因此对整幅图像取绝对值，在此基础上再

把图像转化为二值图像。图 10a 是对图像取绝对值

后的图像，图 10b 是二值化后的图像。 

       

(a) 图 9a 取绝对值后的图像 (b) 二值化的结果 

图 10  图 9a 取绝对值后的图像和二值化的结果 

在具体实现过程中，采用的小波是 Haar 小波，

为了避免边界效应首先要对图像进行延伸，这里采

取的办法让图像向四个方向同时长大，延伸部分的

颜色按图像边界颜色赋值。为了避免噪声的干扰，

对图像进行自适应的 Wiener 滤波滤除噪声。在由灰

度图像向二值图像转化时，阈值取为由灰度直方图

计算出的全局阈值。 
由图 10b 可以看到，所得到的过渡区域上有一

些孔洞和不连续的区域，为了消除这些缺陷，用数

学形态学方法把整个过渡区域合并为一个整体。图

11 是对图 10b 进行闭合操作的结果。其中闭合所用

的结构元素是以 5 为半径的圆盘。 
对由过渡区域分离的区域，用不同的颜色进行
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填充就可以得到各个特征区域。图 12 是对图 11 填

充的结果。 

        

图 11  图 10b 闭合操作的结果 图 12  图 11 填充颜色 

2.2  基于梯度图像的法矢图像分割 
由第 2.1 节的叙述可知，法矢图像的梯度图像

在过渡区域和特征区域之间的颜色变化明显，因此

也可以借助梯度图像来实现法矢图像的分割。梯度

对应于一阶导数，对于连续函数 ( , )f x y ，其在 ( , )x y

处的梯度定义如下 

 ( )
T

T
( , ) , ,x y

f ff x y G G
x y

⎛ ⎞∂ ∂
∇ = =⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

 

已有的图像处理方法用梯度算子来检测图像的

边缘，有 Roberts 算子、Prewitt 算子和 Sobel 算子，

这些算子都假定图像在边缘处发生突变，主要用于

处理阶跃形边缘、脉冲边缘和屋顶边缘，并不能满

足法矢图像分离过渡区域的要求。为此，作者提出

了一种基于梯度图像的法矢图像分割方法。 
首先定义法矢图像的梯度图像为 f∇ =  

2 2 1/ 2( )x yG G+ ，如图 13a 所示是图 7 的梯度图像，受

噪声和边界的影响，图 13 中出现了一些麻点，为了

避免这个影响，首先对图像进行延伸，延伸方法和

第 2.1 节的方法相同，然后用自适应的 Wiener 滤波

去噪，再求梯度图像得到图 13b 所示的图像，其上

噪声和边界的影响已经去除，得到非常好的边界。

然后将其转化为二值图像，再对其进行闭合操作就

可以得到完整的过渡区域。如图 14 所示。 

            
 (a) 图 7 的梯度图像       (b) 经过延伸和去噪后的梯度图像 

图 13  基于梯度图像的法矢图像分割 

            
  (a) 二值化和闭合操作后的图像         (b) 区域分割结果 

图 14  基于梯度图像的法矢图像分割结果 

2.3  曲率图像分割 
对于曲率图像，由于过渡区域的曲率值相对较

大，在灰度图像中和其他特征区域的灰度差别较大，

可以采用阈值法直接对其进行分割。对图 6b 分割的

结果如图 15 所示。其中阈值的选取根据图像的灰度

直方图决定，本文采用的是最优阈值[19]。 

       

图 15  基于阈值法的曲率图像分割 

得到分离好的图像区域后，还需要把分割结果

映射回到网格，采用划格子的办法，即先在参数域

中确定网格上的顶点所在的图像栅格，然后根据栅

格的四个角点的颜色确定网格顶点的颜色，如果四

个角点颜色一致，则该顶点为区域内部顶点，直接

把角点颜色赋给该顶点，否则把距离该顶点最近的

角点的颜色赋给它。这样很容易就把分割结果映射

回到原始网格上。图 16 是把图 14 映射回网格后得

到的分割结果。 

 

图 16  图 14 分割结果映射回网格 

3  几何图像实现网格分割实例 

下面再给出用几何图像实现网格分割的几个例

子。图 17 是某一摩托车反光镜的测量数据及其几何

图像。图 17b 和图 17c 是由法矢和曲率生成的纹理

图，图 17d 和图 17e 是各自对应的几何图像。由图

可见法矢图像受噪声干扰较小，而曲率图像图 17e
由于是二阶量，其估算受噪声影响很大。图 18 是基

于法矢图像对其进行分割的结果，其中图 18a 是对

法矢灰度图像利用小波去除逼近项重建后得到的图

像，图 18b 是对其取绝对值后的图像，图 18c 是对

图 18b 经过二值化和形态学处理后的图像，可以看

到各个法矢渐变的区域已经和平面区域分离，图

18d 对各个特征区域填充颜色，图 18e 是把图像分

割结果映射回网格得到的最终分割结果。图 19 是用

阈值法对曲率图像分割的过程，首先把曲率图像转

化为灰度图像，然后利用阈值法实现图像分割，最

后用形态学闭合操作合并麻点区域。 
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(a) 反光镜数据 (b) 法矢纹理 (c) 曲率纹理 

          

(d) 法矢图像 (e) 曲率图像 

图 17  摩托车反光镜数据及其几何图像 

           

(a) 法矢图像去逼近项小波重建 (b) 重建图像取绝对值 

       

(c) 形态学闭合处理 (d) 颜色填充 (e) 映射回原始网格 

图 18  基于法矢图像的反光镜分割图 

       

图 19  基于曲率图像的反光镜分割图 

用图切割方法[17]对反光镜数据进行分割，图 20
是基于图切割的反光镜分割的结果。其中图 20a 是

利用直方图均衡化后得到的曲率纹理图，图 20b 是

利用图 20a 的纹理图分割的结果，图 20c 是利用图

17b 的法矢纹理图分割的结果。 

    

(a) 直方图均衡化 (b) 基于曲率分割 (c) 基于法矢分割 

图 20  基于图切割的反光镜分割图 

对这几种分割方法进行比较，基于曲率的分割

方法受噪声干扰比较严重，而基于法矢的分割方法

受噪声干扰的程度要小得多。基于图的分割方法，

由于其算法本身的缺点，容易把小的特征区域合并，

或者把大的区域分离，如对图 20b 的分割就把反光

镜安装部分的平面区域和圆柱区域合并到一起。基

于几何图像的方法可以克服这个缺点，而且在几何

图像中很多成熟的图像处理方法(Wiener 滤波、小

波、形态学操作)可以直接使用，带来了很大的便利，

但是基于几何图像的分割方法需要参数化，增加了

分割所耗费的时间。下表列出了几种分割方法各自

的特点。 

表  几种分割方法比较 

分割方法 参数化
噪声

干扰

时间 
花费 

能分割 
自由曲面 

适用范围 

曲率纹理+图 否 严重 少 是 任意拓扑曲率突变 

法矢纹理+图 否 较小 少 否 任意拓扑法矢突变 

曲率图像 是 较重 多 是 圆盘同坯曲率突变 

法矢图像 是 小 多 否 
  圆盘同坯曲率不连

续但法矢连续或突变

4  结论 

在基于特征的反求工程中，数据的特征区域分

割占有重要的地位，针对三角网格数据的区域分割

进行了研究，提出了利用几何图像实现三角网格分

割的方法，改进了几何信息向颜色信息映射及几何

图像生成的方法，提出了基于小波变换和梯度图像

实现法矢图像分割的方法，并把分割的结果映射回

原始网格。结合实例对基于几何图像的区域分割方

法和基于图切割的分割方法进行了比较：基于几何

图像的分割方法需要参数化，比较费时而且要求数

据与圆盘拓扑同坏，但是可以很好地抑制噪声；基

于图的分割方法，不需要参数化，分割速度较快，

可以处理任意拓扑的网格，但是对噪声比较敏感。 
实际的应用表明，对不包含复杂自由曲面的网

格模型，利用提出的方法可以取得较好的分割效果。

对于有复杂自由曲面的网格模型，由于自由曲面的

曲率或法矢在某些局部和相邻曲面的曲率或法矢接

近，如何防止自由曲面区域并入相邻区域发生误分

割，有待进一步的研究。 
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